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内容摘要 

2016 年 1 月 1 日，历经 5 年之久，对整个欧洲保险业具有约束力的 Solvency II（欧盟

偿付能力 II）正式生效，与此同时中国保险业进入“偿二代”实施过渡期也满一年。以风

险为导向的偿付能力监管体系要求对保险公司面临的风险进行全面、精细的度量，准备金

风险作为保险风险的重要组成部分，其准确计量对增强保险公司偿付能力，提高保险公司

风险管理水平具有重要意义。国内外保险监管机构和保险公司越来越重视准备金风险的度

量工作。然而，现有研究较多关注准备金估计模型与方法，较少涉及准备金风险度量问题。

本文从影响准备金风险度量的因素出发，结合已有的准备金评估模型与方法，紧紧围绕非

寿险准备金风险这一主题开展研究。具体而言，本文重点解决四个问题：（1）非寿险一年

期准备金风险度量；（2）残差相关条件下的非寿险准备金风险度量；（3）赔款数据相关条

件下非寿险准备金风险度量；（4）考虑模型不确定性对准备金风险的影响。 

首先，本文通过一个直观实例阐述非寿险一年期准备金风险的含义，引出一年期准备

金风险的刻画工具：赔付进展结果，并探讨在贝叶斯对数正态模型下获得赔付进展结果预

测分布的随机模拟方法。其次，为避免由残差相关性引发的准备金风险度量偏误问题，本

文基于多重假设检验理论与错误发现率控制过程，给出检验和解决残差相关性问题的方

法，对残差相关性引起的准备金风险波动进行分析。残差相关的本质是赔款数据相关，本

文进一步在独立泊松模型基础上，添加相关随机效应，构建了描述赔款数据相关性的条件

自回归泊松模型，并采用贝叶斯方法对模型进行估计。最后，本文研究了模型不确定性对

非寿险准备金风险的影响，以 Loglogistic 增长曲线模型和 Weibull 增长曲线模型为例，创

新性地提出利用贝叶斯模型平均对两个模型的结果进行加权平均，不仅得到综合两个模型

结果的准备金估计值，而且还能得出模型不确定性视角下的准备金风险度量值。本文开展

的一系列工作，有望丰富非寿险准备金风险度量的研究成果，进一步拓展准备金评估的研

究领域，并为监管机构和保险公司提供理论支持和实践参考。 

 
关键词：非寿险准备金风险  一年期观点  残差相关 模型不确定性  
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Abstract 
On January 1, 2016, after 5 years, the Solvency II taking charge of insurance industry 

throught Europe took effect, at the same time China's insurance industry has been into the 
transitional period of "second generation of solvency" for a full year.Risk oriented insurance 
regulatory system requires a comprehensive and detailed measurement of insurance risk.Non-life 
reserve risk, as an important part of insurance risk, its accurate measure is of great significance 
for insurance company to strengthen the solvency and improve the level of risk management. 
Insurance regulators and insurance companies pay more and more attention to reserve risk 
measurement. However, existing research still forcus on reserve estimates and pay less attention 
on  reserve risk measurement issues. This paper follow hot issues of the insurance regulatory 
system reform and do some research on measurement models and methods of non-life reserve 
risk. Specifically, this paper solve four problems: （1） the measurement of non-life one year 
reserve risk ;（2） the measurement of reserve risk with residuals dependable structure; （3） the 
measurements of reserve risk in case of correlated claims data; （4） the influence of model 
uncertainty on reserve risk.  

Firstly, we clarify the meaning of non-life one year reserve risk through an intuitive 
example, introduce the concept of claims development result, and discuss simulation approach to 
obtain the predictive distribution of CDR based on the bayesian lognormal model. Secondly, in 
order to avoid reserve risk measurement errors caused by residual correlation, we use multiple 
hypothesis testing and the false discovery rate control process to solve this problem. Residual 
correlation is caused by  data correlation, so on the basis of independent poisson model, we add 
the relevant random effects and develop the conditional autogressive poisson model which can 
describe the correlation in the claims data, and then estimate the model by bayesian method. 
Finally, we studies the influence of  model uncertainty on the non-life reserve risk. Loglogistic 
growth curve model and Weibull growth curve model are common in claims reserving. We use 
bayesian model average to average the results of two models by their posterior model 
probabilities.In the end, we not only combine   results of two models, but also obtain the 
reserve risk measurement under the perspective of model uncertainty. These work is expected to 
enrich the research of  non-life reserve risk, further expand the  field of claims reserving, and 
provide theoretical support and practical reference for the regulators and the insurance company. 

 
Keywords: non-life reserve risk; one-year perspective; residual dependable structure; 
model uncertainty 

 

 

 

 



1 

 

目录 

内容摘要 ................................................. I 

Abstract ................................................ II 

第 1 章  引言 ............................................. 1 

1.1 选题背景与研究意义 .......................................... 1 

1.1.1 选题背景 ................................................ 1 

1.1.2 研究意义 ................................................ 3 

1.2 国内外研究现状 .............................................. 3 

1.2.1 文献综述 ................................................ 3 

1.3 本文内容结构 ................................................ 6 

1.3.1 研究的基本思路 .......................................... 6 

1.3.2 主要内容和结构安排 ...................................... 9 

1.3.3 论文主要创新点 ......................................... 11 

第 2 章  基于贝叶斯对数正态模型的一年期准备金风险度量研究 . 12 

2.1 非寿险一年期准备金风险 ..................................... 12 

2.1.1 一年期准备金风险的直观示例 ............................. 12 

2.1.2 一年期准备金风险的描述工具：赔付进展结果 ............... 13 

2.1.3 CDR 的预测分布 ......................................... 15 

2.2 一年期准备金风险度量：基于贝叶斯对数正态模型和 CDR 的预测分布 16 

2.2.1 贝叶斯对数正态模型设定 ................................. 16 

2.2.2 参数后验估计、最终赔款估计以及准备金估计 ............... 18 

2.2.3 CDR 预测分布的随机模拟步骤 ............................. 19 

2.3 实证研究 ................................................... 21 

2.3.1 赔付数据来源与先验参数设定 ............................. 21 

2.3.2 参数估计、最终赔款估计以及准备金估计 ................... 21 

2.3.3 CDR 的预测分布 ......................................... 22 

2.4 本章小结 ................................................... 25 

第 3 章  残差相关条件下非寿险准备金风险度量研究 ........... 27 

3.1 Bootstrap 方法应用中的残差相关性问题 ....................... 27 

3.1.1 Bootstrap 方法在 ODP 模型中的应用 ....................... 27 

3.1.2 残差三角形相关性问题 ................................... 30 

3.2 残差三角形相关性的多重假设检验与两阶段分区域 Bootstrap 方法 . 32 

3.2.1 残差三角形相关性的多重假设检验与 FDR 控制 ............... 32 

3.2.2 两阶段分区域 Bootstrap 方法 ............................. 35 

3.3 实证结果 ................................................... 37 

3.3.1 ODP 模型参数估计结果 ................................... 37 

3.3.2 两阶段分区域 Bootstrap 方法与传统 Bootstrap 方法的比较 ... 38 

3.4 本章小结 ................................................... 41 



2 

 

第 4 章  赔款相关条件下非寿险准备金风险度量研究 ........... 43 

4.1 ODP 模型与赔款数据相关性问题 ............................... 43 

4.1.1 ODP 模型：一种新的定义方式 ............................. 43 

4.1.2 赔款数据相关性的探索性分析 ............................. 45 

4.1.3 考虑相关性的条件自回归泊松模型 ......................... 47 

4.2 条件自回归泊松模型的贝叶斯估计 ............................. 49 

4.2.1 参数先验分布设定 ....................................... 49 

4.2.2 参数后验估计、准备金估计与风险度量 ..................... 50 

4.2.3 基于 DIC 的模型评价 ..................................... 51 

4.3 实证研究 ................................................... 52 

4.3.1 数据来源 ............................................... 52 

4.3.2 条件自回归模型的贝叶斯估计 ............................. 53 

4.3.3 模型评价与比较 ......................................... 56 

4.4 本章小结 ................................................... 57 

第 5 章  模型不确定性对非寿险准备金风险度量的影响研究 ..... 59 

5.1 模型不确定性与贝叶斯模型平均方法 ........................... 59 

5.1.1 关于模型不确定性的两个例子 ............................. 59 

5.1.2 贝叶斯模型平均方法的发展历程、基本原理与应用难点 ....... 65 

5.2 贝叶斯模型平均在两种非线性增长曲线模型组合中的应用 ......... 68 

5.2.1 准备金评估的两种非线性增长曲线模型 ..................... 68 

5.2.2 单个增长曲线模型的贝叶斯估计 ........................... 71 

5.2.3 两个增长曲线模型的贝叶斯模型平均 ....................... 76 

5.3 实证研究 ................................................... 77 

5.3.1 数据来源 ............................................... 78 

5.3.2 单个增长曲线模型的贝叶斯估计 ........................... 79 

5.3.3 两个增长曲线模型的贝叶斯模型平均 ....................... 83 

5.4 本章小结 ................................................... 88 

第 6 章  总结与展望 ...................................... 89 

6.1 研究成果总结 ............................................... 89 

6.2 进一步的研究方向 ........................................... 89 

参考文献 ................................................ 91 

附录 .................................................... 98 

附录 A MCMC 方法直观实例 ........................................ 98 

附录 B 后验分布密度的求解方法 ................................. 103 

附录 C 本文数据及程序资源 ..................................... 105 

攻读博士学位期间发表的学术论文 ......................... 106 

后记 ................................................... 107 



1 

 

第 1 章  引言 

1.1 选题背景与研究意义 

1.1.1 选题背景 

自 2008 年金融危机之后，业界和学界更加关注金融机构运行中的风险。对经营非寿

险业务的保险公司来说，准备金一般是其资产负债表中最大的一笔负债。精算学者利用先

进的风险管理技术和现代统计方法，在非寿险准备金评估方面做了大量的研究，取得丰富

的研究成果。然而，无论是对于保险公司本身，还是对于保险监管机构，他们不再满足于

单一的准备金估计值或置信区间，而是希望从风险管理的角度，对准备金估计的风险进行

全面、精细、准确地度量和有效控制。因此，关于非寿险准备金风险度量模型与方法的研

究，是非寿险精算学者新的分析挑战。 

从准备金评估向准备金风险度量的转变，与保险监管体系不断改革发展的国际国内背

景是分不开的。1994 年，欧盟保险监管委员会启动 Solvency I 项目，2004 年，Solvency I

项目作为欧盟保险监管的最低标准正式实施。Solvency I 单纯通过资本衡量一家保险机构

的偿付能力，因此常称 Solvency I 为规模导向而非风险导向。随着保险市场的不断变化，

Solvency I 在执行过程中的弊端逐渐显现出来。为此，欧盟保险监管委员会启动了 Solvency 

II 项目，在总结 Solvency I 实施经验的基础上，力求设计一套以风险为导向的监督体系，

精细地对保险公司的风险进行识别和量化。 

2008 年国际金融危机爆发，金融市场的全球化、人口老龄化、恐怖袭击和巨大自然灾

害的经常化等因素对保险市场的发展和监管带来严峻的挑战，欧盟加快了以风险为导向的

Solvency II（欧盟偿付能力 II）的实施进程。欧洲保险与企业年金监督管理委员会 CEIOPS

组织了五次大规模的量化影响测试，为 Solvency II 的制定实施提供技术支持。2016 年 1

月 1 日，历经五年之久，适用于 28 个欧盟成员国，对整个欧洲具有约束力的欧盟偿付能

力 II 终于正式生效。 

中国保险业在偿付能力体系的构建过程中也进行着不懈的探索。2012 年 3 月，为更加

科学全面地衡量保险公司所面临的风险水平和风险管控能力，中国保监会启动了第二代偿

付能力制度监管体系（即“中国风险导向偿付能力体系”，简称“偿二代”）的建设工作。历

经三年的体系制度建设及行业试点测试，2015 年 2 月 13 日，保监会向各保险集团、保险
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公司和资管公司印发偿二代 17 项监管规则以及过渡期内试运行的方案①，保险业自 2015

年正式进入偿二代实施的过渡期。 

综合来看，无论是欧盟的 Solvency II，还是中国的“偿二代”，二者均以对保险公司的

风险监管为核心。以风险为导向的监管机制将对保险公司的风险进行全面识别、科学计量

和有效防范。两个体系均从三支柱框架对保险公司的偿付能力进行监管，分别是：定量资

本要求、定性监管要求和市场约束机制。定量资本要求对一系列可量化的风险进行量化，

如保险风险、信用风险、市场风险等。对于难以量化的风险，如操作风险、战略风险、声

誉风险、流动性风险等，则考虑在定性监管要求里予以细化。而对于难以监管的风险，则

采用市场约束、市场纪律、信息披露等市场力量加以约束。以风险为导向的监管体系不仅

推动保险公司更加精细地管理风险，而且建立了风险管理的经济激励机制，督促保险公司

不断提升风险管理能力。 

    在风险监管的三支柱中，定量资本要求处于首要位置，而其中关于保险风险的定量监

管更是重中之重。保险风险，是指由于赔付水平、费率水平等的实际经验与预期发生不利

偏离，导致保险公司遭受非预期损失的风险。经营非寿险业务的保险公司所面临的保险风

险，包括保费风险、准备金风险以及巨灾风险三个方面。保费风险，是指由于保险事故发

生的频度及损失金额存在不确定性，导致保费可能不足以支付未来的赔款及费用，从而使

保险公司遭受非预期损失的风险。  

    准备金风险，是指由于已发生未决案件在未来的赔付金额及时间存在不确定性，导致

赔付可能超过准备金金额，从而使保险公司遭受非预期损失的风险②。 对于经营非寿险业

务的保险公司而言，准备金常常是资产负债表中最大的负债，因此准备金风险是保险风险

的重要组成部分，对准备金风险的度量模型与方法进行研究至关重要。国外学者在这方面

已经做了很多工作，如提出利用赔付进展结果定义非寿险准备金风险、采用 Bootstrap 方法

模拟赔付进展结果的预测分布等，标志性的成果可以参阅 Merz 和 Wüthrich（2008） ，

Bühlmann 等（2008），Dahms, Merz 和 Wüthrich（2008），Merz 和 Wüthrich（2013）等。 

在国内精算学界，系统介绍非寿险准备金风险度量模型与方法的研究较少。作为准备

金风险方面的深入研究，本文作者在导师的悉心指导下，借鉴国外研究的优秀成果，采用

前沿统计模型与方法，对与准备金风险度量相关的四个主题（基于贝叶斯对数正态模型的

非寿险一年期准备金风险度量、残差相关条件下的准备金风险度量、赔款数据相关条件下
                                                              
①中国保险监督管理委员会《保险公司偿付能力监管规则（1-17 号）》（保监发[2015]22 号）。 
②关于保险风险、保费风险以及准备金风险的定义，均参考自中国保险监督管理委员会《保险公司偿付能力监管规则（4

号）》 



3 

 

的准备金风险度量以及考虑模型不确定时的准备金风险度量）作了深入研究，并进行了详

实的实证分析。这些前期积累为本博士论文的写作打下了坚实的基础。 

1.1.2 研究意义 

本论文面向国内外保险监管体系改革的热点问题，结合已有的非寿险准备金评估模型

与方法，系统开展了非寿险准备金度量模型与方法的研究工作，研究意义可以概括为以下

几个方面： 

第一，以风险为导向的保险监管体系要求对保险公司所面临的风险进行全面、细致的

度量。准备金风险作为保险风险的重要组成部分，其准确度量对于增强保险公司偿付能力，

提高风险管理水平具有重要意义。国内外保险监管机构和保险公司越来越重视准备金风险

的度量工作，本论文开展的一系列工作，有望为监管机构和保险公司两方面主体提供理论

支持和实践参考。 

第二，以往的研究关注随机性准备金评估模型下，如何获得准备金估计的置信区间或

未决赔款的预测分布，较少涉及准备金风险度量问题。本文在已有的研究成果上，系统地

从准备金风险的定义、模型、方法三个层面进行深入研究，这些研究进一步拓展了非寿险

准备金评估的研究领域。 

第三，本文的四个研究主题（基于贝叶斯对数正态模型的一年期准备金风险度量研究、

残差相关条件下的非寿险准备金风险度量研究、赔款数据相关条件下的非寿险准备金风险

度量研究、模型不确定性对准备金风险的影响研究）在国内外的研究领域尚属空白，希望

通过这四个主题的研究丰富准备金风险度量模型与方法的研究成果。 

第四，本文实证研究涉及大量的数值运算，为此作者采用了最为流行的 R 软件进行编

程。得益于 R 软件的免费、开源和分享特点，不论多么复杂的模型或方法均可以在 R 软件

中成功实现。另外，考虑到学术交流的需要，本文实证研究所涉及的程序与数据均在开源

社区 Github 上共享。不论是实务中对准备金风险感兴趣的精算师，还是学界关注准备金风

险的研究人员，都可以利用这些程序快速实现本文的模型和方法，从而避免了“重复制造轮

子”的窘境。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 文献综述 

（1）非寿险准备金评估模型与方法的最新研究进展 
关于非寿险准备金的评估模型与方法，国内外学者的研究可谓汗牛充栋，主要的研究



4 

 

思路是构造不同的准备金评估模型，然后推导准备金估计的预测均方误差，或者采用

Bootstrap 方法、马尔科夫链蒙特卡罗模拟方法得到未决赔款的预测分布。这方面的代表性

论文可以参见 Mack（1993） , England 和 Verrall （1999,2002,2007） 等。其中，Mack（1993）

提出了随机准备金评估的Mack模型，并得到准备金估计的预测均方误差；England和Verrall

（1999）率先将 Bootstrap 方法应用于准备金评估的广义线性模型，得到了准备金估计的预

测均方误差的数值解；England 和 Verrall （2002）对非寿险准备金评估的随机模型进行了

系统综述；England 和 Verrall（2007）在贝叶斯分析框架下，利用马尔科夫链蒙特卡罗模

拟方法在多种分布假设下得到了未决赔款的预测分布。 

国内保险精算的学者也紧随其后，对相关问题进行了讨论，并发表了一系列研究成果，

如卢志义和刘乐平（2007，2008，2010），卢志义（2008），孟生旺（2009），张连增和段

白鸽（2011，2012，2013）等，这方面一篇很好的文献评述可以参见段白鸽（2013）。近两

年来，学者们在准备金评估方面的研究越来越精细。如闫春和张良玉（2014）在广义线性

模型框架下，研究了准备金评估模型中事故年参数、进展年参数、日历年参数的平滑问题，

他们发现利用平滑方法可以减少模型中参数的个数，使得参数估计更加平稳；段白鸽和张

连增（2014）关注赔款流量三角形中的异常值问题，指出准备金评估的链梯法易受异常值

影响，为此设计了一种稳健链梯法，识别并调整流量三角形中的异常值，提高非寿险准备

金估计的精确性；卢志义等（2015）分析了传统链梯法的不足，以偏差函数作为目标函数，

利用二次规划和目标规划模型估计进展因子，并引入权重因子，弱化异常数据对进展因子

的影响。 
（2）非寿险一年期准备金风险度量方法的研究进展 
虽然关于准备金评估模型与方法的研究很多，但对准备金风险，尤其是一年期准备金

风险的研究才刚刚起步，参考文献相对较少。Merz 和 Wüthrich （2007）提出了赔付进展

结果（CDR）这一概念，用来刻画一年期准备金风险，并用 CDR 的预测均方误差对一年

期准备金风险进行度量；在准备金评估的 Mack 模型下，Merz 和 Wüthrich（2008）得到了

CDR 的预测均方误差；Ohlsson 和 Lauzenningks （2009）提出了 CDR 的随机模拟方法，

用以在更一般的假设条件下，获得 CDR 的预测分布，进一步由此预测分布得到一年期准

备金风险的各种度量值；Happ 等（2012）同时考虑了已赔付和已发生赔款流量三角形数据，

在 PIC（Paid-incured Chain）模型基础上定义了 CDR， 并求得 CDR 的预测均方误差的解

析解。 

国内文献对一年期准备金风险的研究有所涉及，如张连增和刘怡（2013）对 Solvency II 



5 

 

框架下的技术准备金估计进行了讨论，刘乐平等（2013）总结 SolvencyII 框架下准备金风

险的定义，基于 Bootstrap 方法提出一种简便可行的模拟算法，获得了 CDR 的预测分布；

高娟和沈立（2015）利用类似的方法，基于大型中资、中型中资和外资三类财险公司的数

据，对比分析了不同类型公司非寿险准备金风险的差异；刘乐平等（2015）研究了残差相

关条件下的非寿险准备金风险度量方法，他们基于多重假设检验理论和错误发现率控制过

程，对残差三角形的相关性进行识别和检验，提出两阶段分区域 Bootstrap 方法，模拟获得

未决赔款的预测分布，分析残差相关性对准备金风险波动的影响。 

（3）Bootstrap 方法在非寿险准备金风险分析中应用进展 

由于非寿险公司赔付流量三角形数据的数量有限，而影响未来赔付的不确定性因素众

多，所以 Bootstrap 方法在准备金评估和风险分析中具有举足轻重的作用。Ashe（1986）首

先将 Bootstrap 方法应用到准备金估计方差的模拟计算中，并将结果与 Jacknife 方法进行了

比较。此后，Bootstrap 方法在非寿险准备金风险分析中得到了普遍的关注。Taylor（1987），

Verrall（1996），England 和 Verrall（1999）等将 Bootstrap 方法应用于准备金估计的预测均

方误差（MSEP：Mean Square Error of Prediction） 计算中；由于 MSEP 只描述了未决赔款

波动的一阶矩和二阶矩，而预测分布比 MSEP 包含了更为丰富的信息，可以更充分地刻画

未决赔款的不确定性从而有效地度量风险，所以，England 和 Verrall（2006），Wüthrich 和

Merz（2008）， Robert（2013） 等将 Bootstrap 方法推广到了未决赔款预测分布的模拟中。 

    近年来，国内学者也关注 Bootstrap 方法在准备金评估中的应用，如张连增和段白鸽

（2011）在 Munich 链梯法基础上，结合模型假设，提出了两种基于 Bootstrap 方法的随机

性 Munich 链梯法，并通过数值实例和 R 软件进行了实证分析。需要指出的是，张连增和

段白鸽两位学者在将 Bootstrap 方法应用到非寿险准备金评估的研究中作出了大量的工作

①，本文作者从他们的工作中获益匪浅。这些文献不仅拓展了非寿险精算与风险管理领域

的理论研究成果，而且为保险公司精算实务人员具体分析实际赔付数据和管控准备金风险

提供了重要的理论依据和可行的实施办法。然而，随着 Bootstrap 方法在准备金评估中的应

用越来越广泛，使用 Bootstrap 方法的重要条件——重抽样样本必须满足独立性假设（Efron 

and Tibshirani,1994）在现有精算文献中几乎被忽略。在已有的文献里，常常默认该条件是

                                                              
①
张连增,段白鸽. 基于 Bootstrap 方法的随机性准备金进展法及 R 实现[J]. 山西财经大学学报,2011,04:18-24；张连增,段白

鸽.准备金评估的随机性 Munich 链梯法及其改进——基于 Bootstrap 方法的实证分析[J]. 数量经济技术经济研究,2011,11:

98-111；张连增,段白鸽. 未决赔款准备金评估的对数正态模型及其预测分布的 Bootstrap 实现[J]. 数学的实践与认识,201

1,24:33-43；张连增,段白鸽. 基于非参数 Bootstrap 方法的随机性链梯法及 R 实现[J]. 统计与决策,2012,21:17-23. 
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成立的，并没有对其进行识别和检验。显然，如果拟合模型得到的残差三角形不满足独立

性假设，而是具有一定的相关结构，不对其进行检验而贸然使用 Bootstrap 方法，得到的结

论就必然存在偏差，准备金风险的度量自然就不可能准确。 

（4）赔款数据相关条件下非寿险准备金评估的研究进展 

    不少研究文献均在放松独立性假设基础上，通过建模来处理赔付数据的相关性。

Kremer（2005）研究了广义线性模型独立性假设的局限性，提出利用一阶自回归过程描述

不同进展年赔付数据的相关性；De Jong（2006）考察了赔付流量三角形中可能存在的三种

相关性：进展年相关性、事故年相关性和会计年相关性，他建立了时间序列模型并采用卡

尔曼滤波方法对参数进行极大似然估计；De Alba 和 Nieto-Barajas（2008）设计了考虑进展

年相关性的贝叶斯准备金评估模型，并与其它标准方法进行了比较，发现前者的预测结果

与经典的链梯法接近，并能给出准备金风险的全部度量值；Zhang 等（2012）研究了不同

公司同种业务的准备金估计问题，发现分层贝叶斯模型可以很好地描述多个赔付流量三角

形之间的相关关系。目前，分层贝叶斯模型已经成为描述赔付三角形内部、多个赔付三角

形之间相关性的较佳选择（段白鸽和张连增，2013）。 

（5）模型不确定性对非寿险准备金风险的影响的研究进展 

    Cairns（2000）把精算模型中的不确定性分为三类，分别是过程风险、参数风险和模

型风险，并指出在贝叶斯分析框架下，可以将这三类风险有机结合起来。Cairns 认为，精

算中的样本数据量常常较少，因此考虑模型风险时必要的，但模型风险是否会对最后的分

析结果造成大的影响并没有定论，具体问题需要具体分析。Ntzoufras 等（2005）研究了索

赔数据的建模问题，他们分别利用泊松分布模型、负二项分布模型和广义泊松模型对同一

索赔数据建模，发现除泊松模型外，其余两种模型对数据的拟合都比较好，差距并不悬殊，

这表明模型不确定性确实存在。Verrall 和 Wüthrich （2012）研究了非寿险准备金评估中

尾部曲线的选择问题，共构建了 21 种不同的模型，然后利用逆跳马尔科夫链蒙特卡罗方

法（RJMCMC：Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo）进行模型选择，发现其中有 6

个模型的后验概率较高。他们提出利用后验概率对这六个模型的准备金估计结果进行加权

作为最后的准备金估计结果，以此考虑模型不确定性对非寿险准备金估计带来的影响。 

1.3 本文内容结构 

1.3.1 研究的基本思路 

本文主要利用统计模型与方法对准备金风险进行度量。从统计角度来看，有以下三个
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方面因素需要考虑： 

（1）时间。时间划定了准备金风险度量的范围。按照定义，准备金风险是指已发生

案件在未来赔付金额及时间存在不确定性，从而使保险公司遭受非预期损失的风险。因此，

准备金风险按照时间由长到短可以分为三类。第一，终年期准备金风险（ultimate reserve 

risk）。终年期准备金风险强调未决赔款在整个业务生命周期内的波动性，并希望对其进行

有效控制。第二，多年期准备金风险（multi-year reserve risk）。多年期准备金风险关注未

决赔款在未来若干年份内的波动性，一般来说其值小于终期准备金风险。第三，一年期准

备金风险。对于非寿险公司而言，一年期准备金风险首当其冲，是公司必须重点监控的一

种风险。这是因为，一旦在未来一个年度内发生非预期的大额赔付，可能会使整个业务周

期内看上去高枕无忧的风险管理安排变得不堪一击。 

（2）数据。数据是准备金风险度量的基础。一般来说，我们关注数据的以下几个方

面。第一，数据是否全面。在准备金风险度量过程中，可利用的数据类型多种多样，包括

险种的赔款数据、险种的赔付次数数据以及相关险种的赔款数据和赔付次数数据等。数据

越全面，准备金风险度量结果就越客观准确。因此，在进行分析之前，应尽可能多地收集

相关数据。第二，数据是否可靠。数据是否可靠即是关心数据质量，数据质量是影响准备

金风险度量的重要因素。在精算实务中，财务人员在整理赔款数据时，可能存在小数点输

错位导致的记录错误。这种异常数据会导致错误的风险度量值。第三，数据是否相关。保

险数据常常具有相关性，例如赔款流量三角形内相邻事故年、进展年的数据具有相关性，

赔款流量三角形与赔付次数流量三角形具有相关性，相近险种赔款及赔付次数数据具有相

关性等。 

（3）模型。模型是准备金风险度量的工具。应用统计模型与方法对准备金风险进行

度量时，应注意以下两个方面。第一，模型检验。已有的研究较多关注构建精算统计模型，

却疏于对模型进行检验。事实上，模型仅是现实世界的近似，我们无法保证真实保险数据

一定满足模型假设。因此，在模型拟合之后，应利用一系列的模型检验方法，比如残差分

析技术，对模型假设的合理性进行检验，以保证最终准备金风险度量值可靠可信。第二，

模型选择的不确定性。一般，针对同一数据样本，通常可构建一组模型进行分析，然后根

据模型评价准则挑选最优模型。但在某些情况下，依据模型评价准则可能会得到多个模型

对数据拟合均比较好的结论，这被称为模型选择的不确定性。因此，在利用模型进行分析

时，应考虑模型不确定性对准备金风险的影响。 
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准备金风险度量研究

赔款数据相关条件下非寿险
准备金风险度量研究

模型不确定性对非寿险准备
金风险度量的影响研究

 

图 1.1 论文思路框架 

当然，本文无法兼顾以上所有情形下的准备金风险度量问题。然而，以上若干个因素

的典型组合构成了本文的主要研究内容，如上图所示。具体而言，本文重点解决四个问题：

（1）非寿险一年期准备金风险度量；（2）残差相关条件下的非寿险准备金风险度量；（3）

赔款数据相关条件下非寿险准备金风险度量；（4）考虑模型不确定性对非寿险准备金风险

的影响。遵循这四个问题，研究思路如下：  

（1）非寿险一年期准备金风险度量 

近年来，出现了大量关于非寿险未决赔款不确定性度量的研究文献和专著，这些研究

对保险公司提留准备金、度量准备金风险和偿付能力建设具有重要意义。但也应注意到，

欧盟保险偿付能力监管标准 II（简称为 Solvency II）对准备金风险度量提出了新的要求，

规定度量的时间跨度为一年，也就是所谓的“一年期准备金风险”。然而，国内学者在一年

期准备金风险度量上的研究略显薄弱。很多研究限于定性描述。本研究拟从非寿险一年期

准备金风险的概念、度量工具和度量方法三个方面进行讨论，通过一个直观实例阐述非寿

险准备金一年期准备金风险的含义，引出非寿险一年期准备金风险的刻画工具：赔付进展

结果，最后探讨贝叶斯对数正态模型下获得赔付进展结果预测分布的方法。 

（2）残差相关条件下非寿险准备金风险的度量 

由于非寿险公司赔付流量三角形数据的数量有限，而且影响未来赔付的不确定性因素

众多，所以 Bootstrap 方法在准备金评估和风险分析中具有举足轻重的作用。然而，随着

Bootstrap 方法在准备金评估中的应用越来越广泛，使用 Bootstrap 方法的重要条件—重抽

样样本必须满足独立性假设（Efron and Tibshirani,1994） 在现有精算文献中几乎被忽略。

为了避免由于残差相关性引发的准备金风险度量偏误问题，并且更加充分地反映影响准备

金风险的横向（事故年） 因素和纵向（进展年） 因素，本文拟基于多重假设检验理论与

错误发现率（FDR：False Discovery Rate）控制过程，给出检验和解决残差三角形相关性

问题的方法，对残差相关性引起的准备金风险波动进行分析。 
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（3）赔款数据相关条件下非寿险准备金风险的度量 

    泊松模型是比较流行的准备金评估模型，该模型不仅能够得到与经典链梯法相一致的

准备金估计结果，而且与贝叶斯方法、Bootstrap 方法结合还可以得到未决赔款的预测分布，

从而实现对准备金评估的不确定性，也就是准备金风险的度量。然而，泊松模型及其扩展

—过离散泊松模型，都假设不同事故年、进展年的增量赔款数据是相互独立的。在独立性

假设下，参数估计和准备金估计较为容易。但问题是，赔款数据是否满足独立性假设呢？

已有的研究注重模型的构建与估计，却疏于对模型假设进行检验，从而在一定程度上忽视

了赔款数据相关性问题。如果赔款数据相关却仍然假设其独立，那么得到的参数估计将会

是有偏的，而估计误差的度量也不精确。因此，如何检验增量赔款数据的独立性假设，以

及当假设不成立时，如何对独立泊松模型进行改进等问题就自然进入我们的研究视野。本

文拟从模型假设、检验和改进三个方面，对赔款数据相关情形下的非寿险准备金风险度量

模型与方法进行研究。 

（4）模型不确定性对非寿险准备金风险的影响 

    从模型内部角度看，准备金风险来自两个方面：参数风险和过程风险。在考虑以上两

种风险时，首先假定选取的模型是正确的。而事实上，我们无法保证构建的模型准确无误，

也就是说模型也可能设定有误，这就是模型不确定性（或称模型风险）。在统计领域，关

于模型不确定性的研究较为成熟，一篇较完整的文献综述可参阅 Hoeting 等（1999）。但是，

在非寿险精算领域研究模型不确定性，尤其是考虑模型不确定性对非寿险准备金风险产生

的影响，这方面的研究文献还比较少。本文拟以形式相近的两类非线性增长曲线模型为例，

研究这两类模型的不确定性，并采用贝叶斯模型平均方法将两类模型的预测结果进行加权

平均，最终将模型不确定性融入到非寿险准备金风险的度量中来。 

    本文重点研究非寿险准备金风险度量的模型与方法，研究理论基础涵盖了精算学、统

计学、会计学等学科。本文采用理论分析与实证研究相结合的方法，在理论分析中融合统

计研究范式，如数据可视化、假设检验、模型诊断等；在实证研究中结合统计分析方法，

如极大似然估计、贝叶斯 MCMC 方法、Bootstrap 方法等。 

1.3.2 主要内容和结构安排 

本文共分六章内容。第一章为引言；第二、三、四和五章围绕非寿险准备金风险度量

这一主题从四个方面（基于贝叶斯对数正态模型的非寿险一年期准备金风险度量、残差相

关条件下非寿险准备金风险度量、赔款数据相关条件下非寿险准备金风险度量以及模型不
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确定性对非寿险准备金风险度量的影响）展开讨论；第六章是本文的总结和展望。 

第一章为引言。主要介绍本文的选题背景和研究意义，梳理国内外的研究现状，提出

本文的研究内容和研究思路，最后对本文的创新点进行总结。 

第二章讨论 Solvency II 框架下非寿险一年期准备金风险的度量问题。本章通过一个直

观实例阐释一年期准备金风险的含义，引出一年期准备金风险的描述工具：赔付进展结果，

然后指出可以通过 CDR 预测分布的统计特征值，如标准差、分位数等，来度量一年期准

备金风险。作为具体分析，本章基于贝叶斯对数正态模型，利用随机模拟方法获得赔付进

展结果的预测分布，然后通过预测分布的统计特征值对一年期准备金风险进行度量。最后，

本章考察一年期准备金风险与传统准备金评估的区别，并借助 CDR 预测分布和未决赔款

的统计特征值进行了说明。 

第三章研究残差相关条件下的非寿险准备金风险度量与控制问题。为避免由残差相关

性引发的准备金风险度量偏误问题，更加充分地反映影响准备金风险的横向（事故年） 因

素和纵向（进展年） 因素，本章基于多重假设检验理论与错误发现率（FDR：False Discovery 

Rate）控制过程，给出检验和解决残差三角形相关性问题的方法。具体地，基于超散布泊

松分布（ODP ：Over-dispersed Poisson）模型，通过多重假设检验与 FDR 控制过程识别和

检验残差三角形是否满足独立性假设，然后采用两阶段分区域 Bootstrap 方法，对残差相关

性引起的准备金风险波动进行分析。 

第四章研究赔款相关条件下非寿险准备金风险的度量问题。本章在一家保险公司真实

赔款数据基础上拟合过离散泊松模型，通过对模型拟合残差进行探索性数据分析，发现不

同事故年、进展年的残差并不相互独立，以此验证增量赔款数据具有相关性，尤其是相邻

事故年、进展年的增量赔款具有正相关性。接着，本章对过离散泊松模型进行改进，构建

描述赔款数据相关性的条件自回归泊松模型。最后，本章采用贝叶斯方法，结合先验信息

对条件自回归泊松模型进行估计，特别是利用 MCMC 方法对未决赔款后验分布进行随机

模拟，最终得到赔款数据相关条件下的非寿险准备金估计和风险度量值。 

第五章讨论模型不确定性对非寿险准备金风险的影响。精算领域中讨论模型不确定性

的文献较少，所以本章首先介绍索赔频数和准备金评估建模中模型不确定性的两个例子。

然后在段白鸽（2013）研究的基础上，研究两种不同准备金评估模型（Loglogistic 增长曲

线模型和 Weibull 增长曲线模型）的准备金估计和风险度量问题，并创新性地提出利用贝

叶斯模型平均方法对两个模型的结果进行加权平均，最后不仅得到了综合两个模型的准备

金估计值，而且还得出考虑模型不确定性后的准备金风险度量值。 
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第六章是总结与展望。对本文的主要结论和不足之处进行总结，并展望未来的研究方

向。 

最后是本文的参考文献和附录。 

1.3.3 论文主要创新点 

本文的主要改进和创新可归结为以下两个方面： 

第一，研究方法的创新。在贝叶斯对数正态模型基础上，提出了度量非寿险一年期准

备金风险的随机模拟算法；利用多重假设检验理论和错误发现率控制过程识别、控制具有

相关性的残差，发展了两阶段分区域 Bootstrap 方法；基于赔款数据的相关结构，对传统独

立泊松模型进行改进，设计了体现赔款数据相关性的贝叶斯条件自回归泊松模型；采用贝

叶斯模型平均理论研究非线性增长曲线模型的不确定性，考虑模型不确定性对非寿险准备

金风险的影响。 

第二，研究形式的创新。本文实证研究涉及的数值运算是均在 R 软件中实现。秉持 R

软件的开放和共享特点，作者把实证研究中的数据和程序在开源 Github 社区分享，这方便

了对本文主题感兴趣的学友。读者可从 Github 上下载这些数据和程序，然后在本机运行程

序就能得到与本文一致的结果。此外，将本文数据替换为新数据，还能得到不同数据情况

下非寿险准备金风险的度量结果。 
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第 2 章  基于贝叶斯对数正态模型的非寿险一年

期准备金风险度量研究 

以风险为导向的 Solvency II 监管框架，对非寿险准备金评估的理论、模型和方法提出

了新的要求，准备金评估在主要关注最优估计（Best Estimate）的基础上，新增了风险边

际（Risk Margin）的内容。为了提高准备金风险度量与控制的精度和有效性，Solvency II

监管框架对准备金风险度量的时间范围进行了特别的调整，时间跨度从以往的终期

（Ultimate：从评估时刻直到所有赔案结清为止）限制为一年，即“一年期准备金风险”

（One-year Non-life Reserving Risk ）。在此背景下，传统的准备金评估就转换成对一年期

准备金的风险进行管理。所以，一年期准备金风险的识别、度量与监控就成为目前 Solvency 

II 监管框架下非寿险公司重点关注的核心问题。 

2.1 非寿险一年期准备金风险 

目前为止，虽然中文文献中多次提及非寿险准备金风险，但是准备金风险，尤其是一

年期准备金风险的概念依然有些模糊。接下来，我们从直观实例、刻画工具和度量方法几

个角度对一年期准备金风险作系统阐述。 

2.1.1 一年期准备金风险的直观示例 

SolvencyⅡ监管框架规定，度量非寿险准备金风险的时间跨度为一年，故称为“一年期

准备金风险”，为了更深刻地理解其内涵，我们通过一个例子（基于 Ira Robbin，2012） 来

进行说明。 

    表 2.1 所示为一非寿险公司年初、年末的准备金的提取情况。在年初，采用合适的准

备金评估模型与估计方法 M 得到了未决赔款准备金的估计值（列（1））；假设未来一年内

可能发生 A、B、C 和 D 四种情景（列（2））；哪一种情景发生是不确定的，但每种情景发

生的概率是已知的，假设均为 25%（列（3））；对应每一种情景下，该年度内发生了增量

赔款（列（4））；到了年末，依然采用与年初同样的准备金评估模型与估计方法 M，得到

年末未决赔款准备金的估计值（列（5））；将当年增量赔款（列（4））与年末未决赔款准

备金（列（5））加总，可得到未决赔款的回溯估计（列（6））。 

理想情况下，未决赔款的回溯估计（列（6））应该与年初未决赔款准备金估计（列（1））

一致，这意味着，年初提取的准备金合理且充足。然而，由于当年增量赔款在四种不同情

景下的不确定性，未决赔款的回溯估计会围绕年初未决赔款准备金估计上下波动。以 C 情
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景为例，准备金初始估计比回溯估计小（差值为 5 千元），这说明年初提取的准备金不足，

不能满足当年赔付和年末提取准备金的需要，在年末需额外筹集资本 5 千元来填补缺口，

从而给公司经营带来风险，当资金缺口巨大时，甚至有可能致使公司破产。这就是一年期

准备金评估不足给保险公司带来的风险，即一年期准备金风险。将未决赔款准备金（年初）

（列（1））的值减去未决赔款的回溯估计（列（6）），可得年初估计与回溯估计之差（列

（7）），这个差值可以看作是随机变量，其概率分布为列（3），这个随机变量的波动程度

即显示了一年期准备金风险的大小。 

                          表 2.1 一年期准备金风险                     单位：千元 

未决赔款准备

金（年初） 

当年增量赔款 未决赔款准备

金（年末） 

未决赔款回溯

估计 

年初估计与回溯估

计差距 情景 概率 赔款 

（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） 

¥100 A 25% 5 70 75 25 

¥100 B 25% 15 80 95 5 

¥100 C 25% 20 85 105 -5 

¥100 D 25% 30 95 125 -25 

从这个例子可以看出，对非寿险公司而言，一年期准备金风险首当其冲，是公司必须

重点监控的一种风险。以往研究主要强调未决赔款在整个业务生命周期中的波动性，并希

望对其进行有效控制，但从这个例子我们看到，一旦在未来一个年度内有些风吹草动，比

如发生意料不到的巨额赔付，就会使在整个业务周期内，看上去高枕无忧的风险管理安排

变得不堪一击。  

2.1.2 一年期准备金风险的描述工具：赔付进展结果 

在上一小节的例子中，年初估计和回溯估计的差距（表 2.1 中的列（7））就是赔付进

展结果——CDR。那么，在赔款流量三角形中如何定义 CDR 呢？ 

图 2.1（a）为一般意义上的增量赔款上流量三角形 ID ，共有 I+1 个事故年，J+1 个进

展年。首先，根据赔付历史数据 ID ，采用合适的评估模型与估计方法 M 得到未决赔款准

备金年初的初始估计 0R 。然后将时间往后推移一年，把这一年度内发生的增量赔款加入到

原来的流量三角形中，构成新的流量三角形 1+ID （图 2.1（b））。接下来，根据更新后的

赔付信息 1+ID ，仍然采用与年初相同的准备金评估模型与估计方法 M 得到年末未决赔款准
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备金的估计 1R 。 

（a） 

 

（b） 

图 2.1 在 I 时刻和 I+1 时刻的赔款流量三角形 

0R 代表图 2.1（a）下流量三角形未决赔款准备金估计，而 1R 代表图 2.1（b）中较小的

下流量三角形未决赔款准备金估计，所以 0R 应该大于 1R 。然而，如果记这一年度内增量

赔款之和为C ′， 1RC +′ 就是上节例子中的回溯估计，将回溯估计 1RC +′ 与初始估计 0R 进

行比较，直观上看二者应该相差不大，因为 1RC +′ 对应图 2.1（b）虚线右下侧的三角形，

这与图 2.1（a）右下侧三角形（对应 0R ）是吻合的。将 0R 、C ′和 1R 绘制在图 2.2 中，如

前述讨论， 1RC +′ 与 0R 相差无几，这意味着图 2.2 左侧和右侧高度应该基本相同。 

 
       图2.2 赔付进展结果 

然而，事实并非如此。由于这一年度内发生的赔款C ′具有不确定性，所以 0R 与 1RC +′

往往有一定差距，图 2.2 左侧和右侧高度也并不相同：若左侧高于右侧，表示非寿险公司

提留准备金充足，一年以后还有剩余；若左侧低于右侧，表示公司提留准备金不足，在 I+1

时刻需要筹集额外资金来填补缺口，给公司经营带来风险。 

0R 与 1RC +′ 的差距恰好可以用来描述一年期准备金风险。De Felice 和 Morconi

（2006）最早提出了这个观点，并把这种差距称为“年末义务”（Year-end Obligations），Merz 
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和 Wüthrich （2007） 则用赔付进展结果来定义这个差距，Ohlsson 和 Lauzenningks（2009） 

把它称为“一年流量结果”（One-year Run-off Result），而最近的 Robert（2013） 把它称为“一

年恶化”（One-year Deterioration）。 

本文采用 CDR（赔付进展结果）来刻画一年期准备金风险，其形式如下： 

                           0 1CDR R C R′= − −                           （2.1）   

其中， 0R 是确定的，C′是随机的，并且 1R 也会随着C′的随机变化而发生波动，所以 CDR

是随机变量。 

有了 CDR 这个概念，就可以解决如何描述一年期准备金风险问题。CDR 是随机变量，

其波动程度的大小与风险密切相关，因此，对一年期准备金风险的刻画就转变为对随机变

量赔付进展结果（CDR）波动性的度量进行研究。 

2.1.3 CDR 的预测分布 

CDR 波动性的度量国外文献主要有两种思路：一是解析推导其预测均方误差（MSEP），

另一是随机模拟获得其预测分布。关于解析推导 CDR 的预测均方误差的已有不少研究，

如 Merz 和 Wüthrich（2008） ，Bühlmann 等（2008），Dahms, Merz 和 Wüthrich（2008），

Merz 和 Wüthrich（2013）等，其关注点是预测均方误差精确解析解，但是，预测均方误

差只考虑 CDR 的一阶矩和二阶矩，而且其解析解有时很难得到。因此，为更方便地研究

CDR 的波动性，可以构造随机模型，采用随机模拟方法获得 CDR 的预测分布，进而通过

分布的统计特征值，如标准差，分位数等，来描述一年期准备金的风险。 

Ohlsson 和 Lauzenningks（2008） 给出了随机模拟的一般步骤，该步骤与 CDR 的定

义一致。首先根据流量三角形估计年初准备金 0R ，然后随机模拟未来一年内的赔款，并将

这一年内发生的增量赔款之和记为 )(][ kC′ （k 表示进行第 k 次模拟）。接下来，将模拟得到

的赔款加入到原来的三角形中，构成新的流量三角形。根据新的流量三角形，估计年末准

备金 )(1][ kR 。最后，依据式（2.1）得第 k 次模拟值 )(kCDR ： 

)(1)(0)( ][][ kkk RCRCDR −′−=                        （2.2） 

上述过程循环多次，可以得到 CDR 的预测分布。 

不妨做一个比喻，如果将流量三角形比作一个方形的“盒子”，那么，模拟赔款就像是

打开 “盒子”并添加一条新对角线，再次估计准备金 )(1][ kR 就像是把 “盒子”扣上，上述随
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机模拟过程就像是在不停地打开扣上盒子。按照这样的比喻， 0R 被称为“开启准备金”

（Opening Reserve）， 1R 被称为“关闭准备金”（Closing Reserve），精算人员也被戏称为“盒

子里的精算师”（Actuary-in-Box），而由于进行了两次准备金评估，该随机模拟方法又被叫

做 Re-reserving 方法（Diers，2008）  。 

    采用随机模拟方法获得 CDR 预测分布，与解析推导预测均方误差相比，具有以下明

显优势：（1）几乎适用于任何随机性准备金评估模型，对模型假设依赖度减少；（2）随机

模拟方法得到的预测分布提供了除 MSEP 外更加丰富的信息，如 VaR 等，从而可以更加全

面刻画一年期的准备金风险；（3）可以融入曲线拟合技术和外推法，从而将尾部因子估计

纳入准备金风险度量中；（4）不仅适用于一年期准备金风险的度量，而且可用来讨论多年

期准备金风险（Multi-year Reserving Risk）的度量。 

2.2 一年期准备金风险度量：基于贝叶斯对数正态 

模型和 CDR 的预测分布 

由于流量三角形的保险数据有限，基于 MCMC 随机模拟的贝叶斯统计模型已被国内

外很多精算学者广泛采用，如 De Alba（2002）、Ntzoufras 和 Dellaportas （2002）、Peters

等（2009）、Happ 等（2012） 、Wüthrich（2013） ；刘乐平等（2006） 、段白鸽（2014） 。

下面首先设定准备金评估的贝叶斯对数正态模型，并对相关参数进行贝叶斯后验推断，然

后给出 CDR 预测分布随机模拟的具体步骤，进而通过预测分布的统计特征值对一年期准

备金风险进行度量。 

2.2.1 贝叶斯对数正态模型设定 

将事故年记作 }...,1,0{ Ii ，∈ ，进展年记作 }...,1,0{ Jj ，∈ ， jiP , 表示 i 事故年发生的保险事

故到进展年 j 为止的累计赔款。不失一般性，假设 JI = 。 

{ }JjIiIjiPD jiI ≤≤≤≤≤+≤= 0,0;0:, 表示累计赔款上流量三角形。 

下面给出贝叶斯对数正态模型的假设： 

（1）累计赔款进展因子对数化处理后服从正态分布： 

                  , 2
,

, 1

log ~ ( , )i j
i j j j

i j

P N
P

σε
−

⎛ ⎞
= Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, },,1,0{ Jj K∈                （2.3） 

其中， JΦΦΦ ,,, 10 K 是均值参数， 22
1

2
0 ,,, Jσσσ K 是先验方差参数。另外，对于所有事故
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年 },,1,0{ Ii K∈ ，定义 11, =−iP 。如果定义 ),,,( ,1,0, ′=Ξ Jiiii εεε K ，则（2.3）式的向量形式为： 

),(~ VNi ΘΞ , },...,1,0{ Ii∈  

这里， ),,,( 10 ′ΦΦΦ=Θ JK ，V 是一个对角矩阵，对角元素为 2
jσ 。 

（2）均值参数 JΦΦΦ ,,, 10 K 相互独立，各自的先验分布为： 

),(~ 2
jjj sN φΦ , },,1,0{ Jj K∈                      （2.4） 

其中 jφ 和 2
js 是先验参数。在进行贝叶斯推断之前，这些先验参数都要提前设定，但如

果研究者也没有更多的信息，一般采用无信息先验较好。 

为方便对均值向量 ),,,( 10 ′ΦΦΦ=Θ JK 进行贝叶斯后验推断，我们对数据进行转化。

考虑到累计赔款数据服从对数正态分布，所以首先将其对数化： 

)log,,log,(log ,1,0, ′= Jiiii PPPX K . 

从而转变为更熟悉的正态分布： 

),(~}{}{ BBVBNBX ii ′=∑Θ=ΘΞ=Θ μ  

其中，矩阵 )1()1( +×+ℜ∈ JJB 由（0、1、-1）构成，并满足 ii BX Ξ= 。  

准备金评估是根据已知赔付数据预测未决赔付数据，因此将 iX 分解为已知的、真实的

赔付向量 )()1( JX i 和未知的、有待预测的赔付向量 )()2( JXi : 

1
,1,0,

)1( )log,,log,(log)( +−
− ℜ∈′= iJ
iJiiii PPPJX K , 

i
JiJiiJii PPPJX ℜ∈′= −+− )log,log,,(log)( ,1,1,

)2( K . 

)()1( JX i 和 )()2( JXi 仍然服从正态分布，为了得到它们的均值向量和协方差矩阵，首先

将矩阵 B 也分解为两块：  

               ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= )2(

)1(

i

i

B
B

B      ）（）（ 11)1( +×+−ℜ∈ JiJ
iB    ）（ 1)2( +×ℜ∈ Ji

iB                          

那么， )()1( JX i 和 )()2( JXi 的均值向量分别是： 

Θ=Θ= )1()1()1( ])([)( iii BJXEJμ , 

Θ=Θ= )2()2()2( ])([)( iii BJXEJμ . 
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)()1( JX i 和 )()2( JXi 的协方差矩阵没有如上式显然的结果，它们需要从 iX 的协方差矩阵

Σ中分离出来，Σ的分块表示为： 

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ΣΣ
ΣΣ

=′=Σ )(
22

)(
21

)(
12

)(
11

ii

ii

BBV                        （2.5） 

这样， )(
11
iΣ 表示 )()1( JX i 的协方差矩阵， )(

22
iΣ 表示 )()2( JXi 的协方差矩阵。 

    通过以上形式转换我们把数据分成两组，分别是已知的、真实的对数赔付数据和未知

的、有待预测的对数赔付数据，并分别考虑了它们的分布特征，这样就可以方便地对参数

向量 ),,,( 10 ′ΦΦΦ=Θ JK 进行贝叶斯后验推断，并对最终赔款和未决赔款准备金进行估计。 

2.2.2 参数后验估计、最终赔款估计以及准备金估计 

在贝叶斯对数正态模型假设下，利用贝叶斯定理对参数Θ进行后验推断。给定Θ，观

测数据 ID 的似然函数为 

)})(()())((
2
1{exp)( )1()1(1

11
)1()1(

0

Θ−Σ′Θ−−∝Θ −

=
∏ ii

i
ii

J

i
D BJXBJXL

I
 

而由模型假设可知，Θ的先验分布是正态分布，其先验均值向量和先验协方差矩阵分

别为 

),,,( 10 ′= Jφφφν K , ),,,s(diag 22
1

2
0 JssT K=  

    因此，结合似然函数和先验分布，根据贝叶斯定理得Θ的后验分布： 

             )}()(
2
1exp{)( )( 1 νν −Θ′−Θ−Θ∝Θ −TLDP

IDI              （2.6） 

    先验分布为正态分布，似然函数又是正态分布密度的乘积，满足共轭条件，所以Θ的

后验分布 )( IDP Θ 也是正态分布，其后验协方差矩阵 )( IDT 和后验均值向量 )( IDν 分别为： 

  1)1(1
11

0

)1(1 ))()(()( −−

=

− Σ′+= ∑ i
i

J

i
iI BBTDT                 （2.7） 

])()()[()(
0

)1(1
11

)1(1 ∑
=

−− Σ′+=
J

i
i

i
iII JXBTDTD ）（νν              （2.8） 

    在贝叶斯对数正态模型假设下，推导各事故年最终赔款均值估计 ][ , IJi DPE 的流程较为

清晰，可以分 2 步完成，如图 2.3 所示。 

（1）估计 ],[ , IJi DPE Θ 。根据多元正态分布的性质，在给定已知的对数赔付数据 )()1( JX i

和Θ的条件下，有待预测的对数赔付数据 )()2( JX i 的条件分布仍为多元正态分布： 
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)~),(~(~)( )(
22

)2(
},{

)2( i
iDi JNJX

I
ΣΘ μ , },,1,0{ Ji K∈ , 

    其中，均值向量和协方差矩阵分别为 

))()(()()()(~ )1()1(1)(
11

)(
21

)2()2( JJXJJ ii
ii

ii μμμ −ΣΣ+= − , 

)(
12

1)(
11

)(
21

)(
22

)(
22 )(~ iiiii ΣΣΣ−Σ=Σ − . 

    根据对数正态分布的性质，可得最终赔款的最优估计：  

}2~)(~exp{],|[ )(
22

)2(
, i

i
iiiIJi eeJeDPE Σ′+′=Θ μ , i

ie ℜ∈′= )1,0,,0( K  

 
图2.3  最终赔款的计算流程 

 

（2）估计 ][ , IJi DPE 。 ],[ , IJi DPE Θ 表达式中的 )(~ )2( Je iiμ′ 是Θ的线性函数，所以

],[ , IJi DPE Θ 仍然依赖于均值向量Θ。依据全期望公式，结合Θ的后验分布 )( IDP Θ ，可将

],[ , IJi DPE Θ 中的Θ积掉，从而得到 ][ , IJi DPE ： 

             ,

1 (1) ( )
21 11 22

[ ] exp{ ( ) ( )( ) / 2

( ) ( ) / 2)}
i J I i I i I i

i i i
i i i i

E P D D T D

e X J e e

ν
−

′= Γ +Γ Γ +

′ ′Σ Σ + Σ%（） （）
            （2.9） 

  

其中， ))()(( )1()(
1121

)2(
i

ii
iii BBe ΣΣ−′=Γ ）（ 。 

    各事故年未决赔款准备金估计等于最终赔款估计值减去累计已付赔款，即： 

iJiIJii PDPER −−= ,, ][  

2.2.3 CDR 预测分布的随机模拟步骤 

    在上文关于 CDR 的讨论中，可以不需要估计“开启准备金”和“关闭准备金”，而用年初

与年末最终赔款的估计重新定义 CDR： 

][][ 1,, +−= IJiIJii DPEDPECDR                    （2.10）  

    事实上，这种表示与式（2.1）是一致的。由于在贝叶斯对数正态模型下，可以直接得

到最终赔款估计，所以采用式（2.10）比式（2.1）更为方便。式（2.10）中 ][ 1, +IJi DPE 的
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推导过程与结果和 ][ , IJi DPE 相似，其结果为 

, 1 -1 1 -1 1 -1

-1 -1 1 (1) ( -1)
1 21 11 1 22 1

[ ] exp{ ( ) ( )( ) / 2

( ) ( 1) / 2}
i J I i I i I i

i i i
i i i i

E P D D T D

e X J e e

ν+ + +

−
− − −

′= Γ + Γ Γ +

′ ′Σ Σ + + Σ%（ ） （ ）
     （2.11）  

在 ][ , IJi DPE 和 ][ 1, +IJi DPE 推导完成后，可以根据式（2.10）对 CDR 进行随机模拟。按

照 Ohlsson 和 Lauzenningks（2009） 的思路，模拟 CDR 预测分布的步骤如下： 

 

（a） 

 

（b） 

 

（c） 

图2.4 CDR的模拟过程 

    第一步：根据式（2.9），估计 ID 条件下最终赔款 ][ , IJi DPE （图 2.4（a））。 

    第二步：循环模拟 CDR（以第 k 次模拟为例）。 

①模拟未来一年的赔付 ),,,( )(
1,

)(
1,2

)(
,1 ′−

k
I

k
J

k
J PPP K （图 2.4（b））。在已观测赔付信息 ID 条件

下，Θ的后验分布式（2.6）为多元正态分布，因此利用正态随机数生成器可以产生Θ的一

次观测 ),,,( )()(
1

)(
0

)( ′ΦΦΦ=Θ k
J

kkk K ①。接下来按照式（2.3），利用正态随机数生成器可以产生

对数化进展因子的一次观测  

),,,( )(
1,

)(
1,2

)(
,1 ′−

k
J

k
J

k
J εεε K  

进一步可以模拟得到未来一个年度的累积赔付 ),,,( )(
1,

)(
1,2

)(
,1 ′−

k
J

k
J

k
J PPP K 。 

②累计赔付 ),,,( )(
1,

)(
1,2

)(
,1 ′−

k
J

k
J

k
J PPP K 构成新的对角线，以此填补到原流量三角形中，从而得

到更新后的赔付信息 )(
1

k
ID + （图 2.4（c））。根据式（2.11），估计 )(

1
k

ID + 条件下最终赔款

)(
1, ][ k

IJi DPE + 。 

③分别计算单个事故年的赔付进展年结果
)(k

iCDR 以及各个事故年赔付进展结果之和

)(kCDR ： 

                                                              
①可以使用 R软件MASS包中的 mvrnorm（）函数产生多元正态分布随机数。 
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)(

1,,
)( ][][ k

IJiIJi
k

i DPEDPECDR +−=  

∑=
i

k
i

k CDRCDR )()( . 

    第三步：第二步循环多次后，可以得到 CDR 样本，进而可以得到 CDR 的预测分布。

通过分布的统计特征值，如标准差，分位数等，来对一年期准备金的风险进行度量。 

2.3 实证研究 

2.3.1 赔付数据来源与先验参数设定 

    实证分析的赔付数据来自 Merz 和 Wüthrich（2008） ，该数据是 9×9 累计赔款流量三

角形，见表 2.2。假定赔付在 8J = 进展年后结清。 
     表 2.2 累计赔款流量三角形                      单位：元 

事故年 

i 

进展年  j 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 

0 2202584 3210449 3468122 3545070 3621627 3644636 3669012 3674511 3678633 

1 2350650 3553023 3783846 3840067 3865187 3878744 3898281 3902425  

2 2321885 3424190 3700876 3798198 3854755 3878993 3898825   

3 2171487 3165274 3395841 3466453 3515703 3548422    

4 2140328 3157079 3399262 3500520 3585812     

5 2290664 3338197 3550332 3641036      

6 2148216 3219775 3428335       

7 2143728 3158581        

8 2144738         

    参照Merz和Wüthrich（2010）提供的插值法设定先验参数 2
jσ  

   
2

0 0 1,

,

1,

,2

1
1log1 ∑ ∑

−

=

−

= −−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

jI

i

jI

i ji

ji

ji

ji
j P

P
jIP

P
jI

σ  

    结果如表2.3所示。 

表 2.3 先验参数 jσ 的设定 

j  0 1 2 3 4 5 6 7 8 
jσ  0.0379 0.0135  0.0070 0.0051 0.0069 0.0024 0.0009 0.0003  0.0009

    此外，我们令 1=jφ ， 1000000002 =js ，所以向量 0 1 8( , , , )′Θ = Φ Φ ΦK 近似服从无信息

先验分布。 

2.3.2 参数估计、最终赔款估计以及准备金估计① 

                                                              
①作者已将实证研究的源数据和 R程序置于 http://gaolei786.github.io/code/reserve_risk/，有兴趣的读者可下载使用，也欢

迎来函索取。 
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    上一小节设定参数 0 1 8( , , , )′Θ = Φ Φ ΦK 服从无信息先验分布，在给定累计赔款数据后，

根据贝叶斯公式，可以对Θ的先验分布进行更新，得到Θ的后验分布 8( )P DΘ 。我们已经

证明， 8( )P DΘ 后验分布仍然是正态分布，根据式（2.7）和式（2.8）可以得到正态分布的

协方差矩阵 8( )T D 和均值向量 8( )Dν 。计算结果表明，协方差矩阵 8( )T D 非对角元素均是 0，

对角元素如表 2.4 第二行所示，后验均值向量 8( )Dν 如表 4 第三行所示。 

表 2.4 后验协方差矩阵对角元素和均值向量的估计 
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

],[9 )( jjDT  1.6e-04 2.3e-05 7.1e-06 4.3e-06 9.4e-06 1.4e-06 2.8e-07 4.7e-08 8.5e-07

][9 )( jDν  14.6091 0.3891 0.0695 0.0230 0.0162 0.0063 0.0056 0.0013 0.0011

    利用 8( )T D 和 8( )Dν 的估计结果，根据式（2.9）可以得到各事故年的最终赔款估计

,8 8[ ]iE P D ，如表 2.5 粗体数据所示。其中， 0=i 事故年的最终赔款 3678633 元是累计已付

赔款数据，不需要估计，不过为方便后面讨论，这里也将其看成是估计值。最终赔款减去

累计已付赔款，得到各事故年未决赔款准备金估计，如表 2.5 最后一列所示。各事故年准

备金估计加总就得到总体准备金估计 2243948 元。 
           表 2.5 最终赔款、未决赔款准备金的估计             单位：元 

i 

 进展年  j  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 准备金 

0 2202584 3210449 3468122 3545070 3621627 3644636 3669012 3674511 3678633 0 

1 2350650 3553023 3783846 3840067 3865187 3878744 3898281 3902425 3906806 4381 

2 2321885 3424190 3700876 3798198 3854755 3878993 3898825  3908202 9377 

3 2171487 3165274 3395841 3466453 3515703 3548422   3576921 28499 

4 2140328 3157079 3399262 3500520 3585812    3637619 51807 

5 2290664 3338197 3550332 3641036     3753957 112921 

6 2148216 3219775 3428335      3616839 188504 

7 2143728 3158581       3572156 413575 

8 2144738        3579623 1434885 

 

2.3.3 CDR 的预测分布 

    应用随机模拟方法得到 CDR 的预测分布，这里设定模拟次数为 5000。以第 5 次模拟

为例（记 k=5），表 2.6 展示了得到赔付进展结果模拟值
)5( =k

iCDR 的过程。首先，利用随机

数生成器模拟得到各事故年（除 0=i 事故年外）在未来一年内的累计赔款
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(5) (5) (5)
1,8 2,7 8,1( , , , )P P P ′K ，这 8 个模拟数据构成新的对角线（如表 2.6 中粗线框数据所示），并以

此加入到原来的累计赔款流量三角形 8D 中，从而构成新的累计赔款流量三角形 9D 。然后，

在新的赔款流量三角形 9D 基础上，利用式（2.11）得到最终赔款的再估计 ( 5)
,8 9[ ] k

iE P D = ，

结果如表 2.6 中粗体数据所示。 ( 5)
,8 9[ ] k

iE P D = 与上一小节得到的最终赔款估计 ,8 8[ ]iE P D 相

减，就得到各事故年赔付进展结果的模拟值
)5( =k

iCDR ，如表 2.6 最后一列数据所示。各事

故年的赔付进展结果加总就得到总体赔付进展结果的模拟值 == )5(kCDR -15518。 

     表 2.6 新对角线赔款模拟、最终赔款再估计以及 CDR 模拟         单位：元 

i 

进展年  j  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 CDR 

0 2202584 3210449 3468122 3545070 3621627 3644636 3669012 3674511 3678633 0 

1 2350650 3553023 3783846 3840067 3865187 3878744 3898281 3902425 3911178 -4372 

2 2321885 3424190 3700876 3798198 3854755 3878993 3898825 3901692 3908258 -56 

3 2171487 3165274 3395841 3466453 3515703 3548422 3558944  3568852 8069 

4 2140328 3157079 3399262 3500520 3585812 3600139   3628033 9586 

5 2290664 3338197 3550332 3641036 3717673    3768550 -14593 

6 2148216 3219775 3428335 3561190     3671722 -54883 

7 2143728 3158581 3388142      3582214 -10059 

8 2144738 3113240       3528832 50791 

 

图 2.5(a) 各事故年 CDR、未决赔款箱线图 

    每一次模拟可以得到各事故年 CDR 的模拟值，经过 5000 次模拟后，就得到各事故年

CDR 的模拟样本，图 2.5（a）描绘了各事故年 CDR 样本的箱线图。观察图 2.5（a）可以

发现，各事故年 CDR 的期望都接近于 0，说明 CDR 是以 0 为中心上下波动的随机变量，

这与前面的讨论一致。另外，每个事故年的 CDR 又具有一定程度的波动，甚至还会产生

特别大或特别小的极端异常值，这种波动特征正是一年期准备金风险的体现。 
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    为了与传统准备金评估比较，我们还利用随机模拟方法得到了各事故年未决赔款的样

本，图 2.5（b）描绘了各事故年未决赔款模拟样本的箱线图。为了方便比较，未决赔款都

经过了中心化处理，即减去了各事故年的准备金估计（如表 2.5 最后一列所示），因此未决

赔款的期望也都是 0。对比图 2.5（a）和图 2.5（b）可以发现，对于相同的事故年，CDR

比未决赔款的波动程度要小。这是因为，一年期准备金风险主要考虑未来一个年度内赔款

的变动，而终期准备金评估则考察从评估时刻到业务结清为止，所有未决赔款的波动情况，

因此一年期准备金风险与传统准备金评估相比，更有效地度量了不确定性，从而更精确地

度量了准备金风险。 

 
图 2.5(b) 各事故年未决赔款箱线图 

 

 
图 2.6 CDR 散点及直方图 

    将各事故年 CDR 加总就得到总体 CDR 模拟值，5000 次总体 CDR 的模拟结果如图 2.6

所示。图 2.6 左侧是 CDR 的散点图，穿越散点图中心的水平线表示 CDR 的样本均值，接

近于 0。换句话说，CDR 是以 0 为中心上下波动的随机变量，从中间至上下两侧散点图呈
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现的疏密变化显示了 CDR 的波动程度。图 2.6 右侧是 CDR 样本的直方图，可以近似作为

CDR 的预测分布。可以发现，CDR 的预测分布呈“钟形”，与正态分布接近。计算 CDR 样

本的 0.005 分位数，其值大小为-202072。这个值的经济含义是明显的，如果用星点标示低

于这个值的 CDR 散点，那么这些散点发生的概率为 0.005，这与欧盟偿付能力 II 强调的“200

年一遇”相一致，因此可以得到结论，202072 是与一年期准备金风险相对应的偿付能力资

本要求。 

表 2.7 报告了各事故年 CDR 以及总体 CDR 的统计分布特征。观察 CDR 的位置特征可

以发现， CDR 的均值和中位数都接近于 0，尤其是相对于其他波动统计特征（比如 2.5%

分位数）而言，这说明 CDR 是以 0 为中心上下波动的随机变量，这也佐证了由图 2.5（a）

和图 2.6 得到的结论。表 7 中还报告了度量 CDR 波动性的统计特征值，有均值、2.5%分位

数、97.5%分位数、本文方法与 Happ 等（2012）方法得到的 CDR 预测均方误差结果和未

决赔款的预测均方误差。 

表 2.7 CDR 的分布特征                     单位：千元 

 均值 
2.5%分位

数 
中位数 

97.5%分

位数 

CDR 预测均方误差 未决赔款的 
预测均方误差

本文方法 
Happ 等（2012）方

法 
1 41 -9952 42 9733 5083 5121 5120 
2 32 -5686 88 5684 2939 2955 5330 
3 -104 -8778 -182 8665 4510 4511 6200 
4 215 -18962 154 19569 9847 9921 11461 
5 -286 -56598 344 55286 28368 28447 30625 
6 -382 -40892 -470 40016 20569 20617 35564 
7 -512 -53538 -697 52231 27229 27584 44234 
8 705 -100913 1640 99623 51535 51838 67844 

总计 -290 -160878 415 157667 81767 82551 110244 

    通过对比可以发现，第一，本文方法计算的 CDR 预测均方误差是由计算 CDR 模拟样

本的标准差得到的数值解，与利用 Happ 等（2012）的方法得到的解析结果比较有些微小

差异，但如果进一步增加模拟次数，这种差异可以忽略，这说明基于 CDR 预测分布的一

年期准备金风险随机模拟度量方法的精度达到了解析解的效果。第二，除第一个事故年外，

其他事故年 CDR 的预测均方误差都小于未决赔款的预测均方误差，这也再次验证了图 2.5

（a）和图 2.5（b）比较得到的结论。 

2.4 本章小结 

    Solvency II 监管框架对非寿险公司的风险管控提出了新的要求。本章通过实例直观通
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俗地解释了一年期准备金风险的含义，还介绍了 CDR 这一概念，并在贝叶斯对数正态模

型假设下，利用随机模拟方法获得 CDR 的预测分布，从而实现对一年期准备金风险的度

量。本章考察了一年期准备金风险与传统准备金评估的区别，并借助于 CDR 预测分布和

未决赔款的统计特征值进行了说明。 

    本章研究发现：对非寿险公司而言，相对于传统终期准备金的评估，一年期准备金风

险的管控更加重要。CDR 是描述一年期准备金风险的核心工具，对一年期准备金风险的刻

画可以通过对 CDR 波动性的度量进行分析。基于真实非寿险业务数据的实证结果表明：

在贝叶斯对数正态模型下，利用随机模拟方法得到的预测均方误差与解析结果非常接近，

更为重要的是，采用模拟方法获得 CDR 预测分布，与解析推导预测均方误差相比，具有

明显优势；另外，CDR 比未决赔款的波动程度要小；计算 CDR 样本的 0.005 分位数，还

可以得到 Solvency II 监管框架所要求的偿付能力资本要求。 

    作为进一步的研究方向，第一，可以进一步深入考虑分层贝叶斯广义线性可加模型及

其它扩展模型，并合理分析模型选择对一年期准备金风险的影响程度。第二，随机模拟方

法方面，除了 MCMC 之外，作为一种波动性度量技术，对流量三角形的残差进行深入分

析也是很有研究价值的，如保险数据残差的时间、空间相关性分析以及相应的分层分区域

Bootstrap 技术等。 
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第 3 章  残差相关条件下非寿险准备金风险度量研究 

针对精算实务中赔付数据残差三角形不满足独立性假设情形，首先基于多重假设检验

理论与错误发现率（FDR）控制过程，对残差三角形是否具有相关性进行识别和检验；然

后提出两阶段分区域 Bootstrap 方法，模拟获得未决赔款的预测分布，分析残差相关性对准

备金风险波动的影响；最后，保险公司真实索赔数据的实证结果表明：消除残差三角形相

关性的影响，可以增强准备金估计的稳健性，从而有效提高准备金风险度量的准确性。 

3.1 Bootstrap 方法应用中的残差相关性问题 

3.1.1 Bootstrap 方法在 ODP 模型中的应用 

本节参照 Renshall 和 Verall（1998） 提出的 ODP 模型，首先简要介绍 Bootstrap 方法

在 ODP 模型中的应用，然后对实际数据进行可视化图示分析，说明 Bootstrap 应用中残差

三角形存在的相关性问题。 

（1）Bootstrap 方法在 ODP 模型中的应用 

将事故年记作 }...,1,0{ Ii ，∈ ，进展年记作 }...,1,0{ Jj ，∈ ，将第 i 事故年发生的保险事故在

第 j 进 展 年 的 增 量 赔 款 记 作 jiX , 。 另 外 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 JI = 。

{ }IjIiJjiXD jiI ≤≤≤≤≤+≤= 0,0;0:, 表示上三角增量赔款数据。 

ODP 模型的基本假设是，增量赔款 jiX , 相互独立，并服从超散布泊松分布，即： 

                   )(~,
jji

j

ji Poisson
X

φγμ
φ

                     （3.1） 

按照上述假设，增量赔款 jiX , 的期望和方差分别为： 

jijiji mXE γμ== ,, )(      jijjijji mXVar ,, )( φγμφ ==          （3.2） 

    式（3.2）表明，增量赔款 jiX , 的方差与期望并不相等，两者具有倍数（ jφ ）关系， 这

正是“超散布”的意义所在。式（3.2）中，增量赔款 jiX , 的期望是 iμ 和 jγ 的乘积。如果进一

步假设： 

∑
=

=
J

j
j

0
1γ  

那么， iμ 和 jγ 就具有清晰的含义， iμ 表示事故年 i 的总赔款， jγ 则表示第 j 进展年
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的增量赔款在事故年 i 总赔款中的占比。 

    ODP 模型是广义线性模型的一种，如果将增量赔款 jiX , 的期望对数化： 

                 jijijim βαγμ +== )log()log( ,                    （3.3） 

那么式（3.3）就是广义线性模型的对数连接函数。利用极大似然估计方法，可以得到 iα 和

jβ 的估计 iα̂ 和 jβ̂ ，进而得到参数 iμ 、 jγ 和 jim , 的估计： 

            )ˆexp(ˆ ii αμ =     )ˆexp(ˆ jj βγ =     jijim γμ ˆˆˆ , =            （3.4） 

    根据上述参数估计，按照下式预测未决增量赔款： 

jijiji mX γμ ˆˆˆˆ
,, ==  

这些预测值构成增量赔款下三角形： { }IjIiIjiIXD ji
c
I ≤≤≤≤≤+<= 0,1;2:, 。 

将下三角增量赔款数据加总，得到未决赔款准备金估计： 

                       ∑ ∑
= −+=

=
I

i

I

iIj
jiXR

1 1
,

ˆ                         （3.5） 

未决赔款准备金估计R 只是未决赔款的点估计，为了衡量该估计的准确性和刻画未决

赔款的波动性，可以利用 Bootstrap 方法得到未决赔款的预测分布，并通过分布的统计特征

值，如标准差、分位数等，来对准备金风险的准确性波动性进行度量。在 ODP 模型中，

应用 Bootstrap 方法的步骤如下： 

步骤 1： 拟合模型，计算残差。采用极大似然估计方法，得到参数估计值后，按照下

式计算残差： 

           
jij

jiji
ji

m

mX
r

,

,,
,

ˆˆ

ˆ

φ

−
=   IjIiJji ≤≤≤≤≤+≤ 0,0;0           （3.6） 

式（3.6）中， jφ̂ 是散布参数 jφ 的估计值： 

            ( ) 1ˆˆ
0

2

,,

2
1

+−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=∑
−

=

jImX
pN

NjI

i
jijijφ             （3.7） 

其中，N 是赔款数据个数，p 是参数个数。当 3== JI 时， 10=N ， 9=p 。 

这里， jim ,ˆ 是 jiX , 的均值，而 jij m ,ˆφ̂ 是 jiX , 的标准差，因此上式相当于对 jiX , 标准化，
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所以 jir , 又称为 Pearson 标准化残差。这些残差组成残差三角形，当 3== JI 时，残差三角

形如图 3.1（a）所示。 

 

（a）残差三角形 

 

（b）Bootstrap 残差三角形 

 
（c）Bootstrap 上三角增量赔款 

 
（d）Bootstrap 下三角增量赔款 

图 3.1 在 ODP 模型中 Bootstrap 方法的应用 

步骤 2： 对残差有放回地重抽样。从残差三角形中随机地抽出一个残差作为 Bootstrap

残差。例如，第一次可能抽到了 0,2r ，然后令 0,2
*

0,0 rr = ，这样 *
0,0r 就是 Bootstrap 残差。接着，

将 0,2r 放回到原残差三角形中，再重复上面的抽取过程，最终得到 Bootstrap 残差三角形： 

{ }IjIiJjir ji ≤≤≤≤≤+≤ 0,0;0:*
,  

当 3== JI 时，Bootstrap 残差三角形如图 3.1（b）所示。 

步骤 3： 构造 Bootstrap 上三角增量赔款数据。反向利用 Pearson 标准化残差式（3.6），

计算 Bootstrap 增量赔款 *
, jiX ： 

        jijijjiji mmrX ,,
*
,

*
, ˆˆˆ += φ    IjIiJji ≤≤≤≤≤+≤ 0,0;0        （3.8） 

其中， *
, jir 是步骤二中得到的 Bootstrap 残差。按照式（3.8），最终得到 Bootstrap 上三

角增量赔款： 

{ }IjIiJjiXD jiI ≤≤≤≤≤+≤= 0,0;0:*
,

* 。 

当 3== JI 时，Bootstrap 上三角增量赔款如图 3.1（c）所示。 
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步骤 4： 基于 Bootstrap 上三角增量赔款数据 *
ID ，再次拟合 ODP 模型，按照式（3.4）

得到下三角增量赔款的均值估计 *
,ˆ jim 。 

步骤 5： 模拟下三角增量赔款。利用步骤四的均值估计 *
,ˆ jim ，首先从期望为 jjim φ̂ˆ *

, 的

泊松分布抽取一个随机数，然后再乘以散布参数 jφ̂ ，就得到服从超散布泊松分布的增量赔

款 *
, jiX ： 

)ˆˆ(~ *
,

*
,

jji
j

ji mPoisson
X

φ
φ

   IjIiIjiI ≤≤≤≤≤+< 0,1;2  

当 3== JI 时，模拟的下三角增量赔款如图 3.1（d）所示。 

将下三角增量赔款加总，便可得到未决赔款的一次 Bootstrap 模拟值 *R ： 

∑ ∑
= −+=

=
I

i

I

iIj
jiXR

1 1

*
,

*  

步骤 6： 不断重复以上步骤 1-5，可以得到未决赔款的 Bootstrap 样本。当循环次数足

够多时，Bootstrap 样本的经验分布就近似于未决赔款的预测分布，有了预测分布之后，通

过分布的统计特征值（如标准差，分位数等），就可以对准备金风险进行度量。 

3.1.2 残差三角形相关性问题 

在 ODP 模型中应用 Bootstrap 方法，一个重要条件是残差三角形必须相互独立。然而

在精算实务中，研究人员常常默认该条件是成立的，并没有对其进行检验。事实上，对于

大部分数据而言，残差三角形相互独立的假设未必成立。本节我们通过一个实际的数据进

行图示分析，数据为保险公司真实的增量赔款数据，来源于 Verrall 和 Wüthrich （2012） 。 

该增量赔款三角形共有 22 个事故年，22 个进展年。限于篇幅，这里不直接展示原始

数据，作者已将源数据以文本文件形式置于网站①上，有兴趣的读者可以下载使用。这里，

我们将该赔款三角形先通过 R 软件做一个立体图形来表示，如图 3.2 所示。其中横向表示

事故年，纵向表示进展年。ODP 模型假设这些增量赔款相互独立，但图 3.2 的形状却可能

暗示，相邻事故年和进展年的增量赔款可能具有相关性。下面的分析将为这一猜测提供进

一步的证据。 

在原始增量赔款三角形数据基础上，基于 ODP 模型的拟合，通过计算 Pearson 标准化

                                                              
①网址：http://gaolei786.github.io/code/block_boot/。增量赔款数据、残差数据、本文编程的 R代码等内容，均可以从该

网址下载。当然，也欢迎来函索取。 



31 

 

残差，可以得到一个横向 22 个事故年，纵向 22 个进展年的残差三角形。与图 3.2 类似，

把这些残差立体可视化，见图 3.3。其中，向上实心点表示正的残差，向下空心点表示负

的残差。增量赔款的独立性意味着这些 Pearson 标准化残差也是独立的，但仔细观察图 3.3

的第 1 列，前 7 个残差都为正，这似乎与残差独立性假设相悖。不过，由于这些立体散点

比较密集，我们不易观察到其他明显的规律。 

 

 

图 3.2 增量赔款三角形的立体图 

 

 
图 3.3 Pearson 标准化残差立体图 

为了更直观地观察这个残差三角形，我们采取另一种展示方式。把大于 0 的残差简记

为“+”，小于 0 的残差简记为“-”，等于 0 的残差记为“0”，然后在一个二维平面上作出残差

“符号”三角形，如图 3.4 所示。依据 ODP 模型假设，增量赔款 jiX , 是独立的，因此 Pearson

标准化残差也是独立的，并且以 0 为中心上下波动。而且，由此可以进一步猜想，既然残

差是独立的，那么代表残差符号的“+”和“-”就应该随机地散布在三角形当中，或者说，“+”
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和“-”出现的位置不应有特殊的明显规律。 

 

图 3.4 残差符号三角形 

但在图 3.4 中，有多个连续“+”（或“-”）一起出现的情况发生。横向看，以第 1 事故

年（第 2 行）残差为例，连续 10 个残差{ }13,15,14,1 ,,, rrr L 都为“-” ；纵向观察，以第 0 进展

年的残差（第 1 列）为例，其中连续 7 个残差{ }0,60,10,0 ,,, rrr L 都是“+”，然后，从第 9 个事

故年开始，又有连续 7 个残差{ }0,150,100,9 ,,, rrr L  又都是“-”；以 4 进展年（第 5 列）的残差

为例，其中有连续 8 个残差{ }4,74,14,0 ,,, rrr L 都为“-”。凡此种种，不一而足，由此可见，残

差三角形必然具有某种相关结构，完全独立性假设不成立。 

    残差三角形内部存在相关性，意味着赔付流量三角形数据具有依赖关系。这种依赖关

系可以从赔付流量三角形数据的收集整理过程得到解释，也和非寿险保单的销售、理赔具

有密切关系，此外还可能是社会经济大环境周期性影响的结果。由多笔理赔保单整合得到

的流量三角形数据常常具有重复观测的特点，比如不同事故年在同一进展年的重复观测，

同一事故年在不同进展年的重复观测，甚至于不同公司在同一业务上的重复观测，而重复

观测数据一般都会具有某种程度上的相关性。另外，对一个险种而言，其保单销售会经历

一个成长周期，这就会使赔付三角形的事故年数据呈现相关性；而每个事故年的事故保单，

会在连续几个进展年内赔付结清，因此赔付三角形的进展年数据也可能具有相关性；由于

经济环境的周期性影响，会计年的赔付数据自然也可能具有某种程度的相关性。 

3.2 残差三角形相关性的多重假设检验与两阶段 

分区域 Bootstrap 方法 

3.2.1 残差三角形相关性的多重假设检验与 FDR 控制 
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    上一节，通过对残差三角形的图示观察，我们得到的直观印象是残差并不相互独立，

而是具有某种相关结构。本节将给出定量的统计检验方法来判别残差三角形是否满足独立

性假设。 

统计中用于检验某一序列是否独立的常用方法之一是游程检验。以一个长度为 22 的

序列为例：++++---++++--++++++----，开头连续出现的 4 个“+”是一个游程，后续的 3 个“-”

是一个游程，以此类推，该序列共有 6 个游程。游程检验的基本思想是，在原假设成立的

条件下，即如果“+”和“-”的产生是完全独立的，那么这个序列的游程数目不会太多也不会

太少。当一个序列游程数目过多，或者游程数目过少时，在一定的显著性水平下，就可以

拒 绝 原 假 设 。 比 如 ， 序 列 +-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+- 有 多 达 11 个 游 程 ， 而 序 列

+++++++++++------------只有 2 个游程，显然这两个序列并不是独立的，前者呈现负相关，

而后者具有明显的正相关。 

利用游程检验的原理，我们将图 3.4 残差符号三角形中的某一行或某一列都分别看成

为一序列。下面我们基于多重假设检验理论与 FDR 控制过程，对图 3.4 进行检验，检验识

别出那些具有相关性（不满足独立性）的残差。 

我们分别依次从残差符号三角形的横向与纵向进行检验。横向方面，是检验每个事故

年的残差是否独立；纵向方面，是检验每个进展年的残差是否独立。由于游程检验要求样

本容量最低不得少于 3 个，而图 3.4 中第 20、21 进展年以及第 20、21 事故年的残差数量

不足 3 个，所以无法对其进行检验。除此之外，用流程检验方法对其余残差依次分别进行

独立性假设检验，共进行 40 次，得到 40 个 p 值，结果如图 3.5 所示。 

 

图 3.5 40 个游程检验的 P 值 

设定显著性水平 05.0=α ，如果按照单个假设检验的标准进行判断，可以得到以下结
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论：横向事故年，第 3,10,13 行的 p 值小于 0.05（在图 3.5 中以“*”表示）；纵向进展年，第

0,1,2,5,8 列的 p 值小于 0.05（在图 3.5 中以“*”表示）。所以，这几个事故年和进展年对应的

残差检验都拒绝了独立性原假设，由此可以初步判定，残差三角形并非完全独立。 

然而，以上结论单个看没有问题，但全面系统分析，则会存在错误判断（发现）问题。

事实上，残差三角形是一个整体，我们不能孤立地检验它的某一行或某一列残差的独立性，

应该从整体上，同时对所有的行与列进行系统检验。在上面的检验过程中，一共进行了 40

次单个的假设检验。这时，即使控制显著性水平α 为 0.05，但由于检验的个数增多，检验

犯第一类错误的概率会大大增加。理论上可以证明，在同时进行 40 个假设检验的情况下，

犯第一类错误的概率是 0.87，远大于 0.05。①这意味着，虽然事故年第 3,10,13 行、进展年

第 0,1,2,5,8 列的残差都拒绝了原假设，但是，其中至少有一个错误地拒绝原假设的概率接

近 90%。换句话说，事故年第 3,10,13 行、进展年第 0,1,2,5,8 列的残差中，可能有些本来

是独立的，但却误判为非独立的，而且误判概率很高。 

实际上，以上检验面临的是一个多重假设检验问题。对于多重假设检验，再用控制犯

第一类错误概率的方法来对总体的错误进行度量，就会出现无效情形。为了解决以上错误

发现问题，必须采用新的统计方法对多重假设检验的错误进行控制。传统的多重假设检验

控制过程有控制族错误率（FWER：Family-wise Error Rate）,有 Bonferroni 控制过程、改进

的 Bonferroni 控制过程、逐步向上控制过程等。目前，最为流行的多重假设检验方法是错

误发现率（FDR）控制过程，具体方法参见 Benjamini and Hochberg（1995）  ，刘乐平等

（2007） 等。 

在本章讨论的例子中，我们初步“发现” 事故年第 3,10,13 行、进展年第 0,1,2,5,8 列的

残差是非独立的，进一步证明，在这些发现当中，至少含有一个错误“发现”的概率会高达

87%。FDR 控制过程就是要设法控制住错误“发现”的概率，降低假设检验中的误判概率。

本章给出检验残差三角形独立性假设的 FDR 控制过程的三个步骤： 

步骤一：对所有单个假设检验对应的 p 值进行排序。即将 N 重假设检验的 p 值

},,,{ 21 Nppp L 升序排序，记为： 

)()2()1( Nppp ≤≤≤ L    

步骤二：确定临界点。给定错误发现率水平α ，取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤= α

N
kpkk kk )(max :max  

                                                              
①  犯第一类错误的概率公式： 87.0)05.01(1 40 =−−=P ，这被称为“第一类错误率的膨胀”（Type I Error Rate Inflation）. 
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步骤三：比较判别。拒绝 )()2()1( max
,,, kppp L 所对应的原假设 )()2()1( max

,,, kHHH L  

按照上述三个步骤，进一步分析我们的例子。将 40=N 个 p 值升序排序，并设定错误

发 现 率 水 平 2.0=α ， 计 算 可 以 得 到 3max =k 。 因 此 ， 与 前 三 个 p 值

012.0,011.0,004.0 )3()2()1( === ppp 相对应的进展年第 0,2,5 列的原假设被拒绝，它们被认

为是正确的“发现”，而通过单重假设检验得到的一些“发现”：事故年第 3,10,13 行、进展年

第 1,8 列的残差是非独立的，实际上是错误的“发现”，可以利用 FDR 控制过程将它们“正

名”。图 3.6 展示了 FDR 的控制结果，其中实线框是正确的“发现”，虚线框为错误的“发现”，

我们最后保留的是正确的“发现”，即认为进展年第 0,2,5 列的残差是相关的。 

 

图 3.6 FDR 控制结果 

    还可以从另一角度论证上述结论的合理性。如果设置显著性水平为 0.015（0.015 大于

三个显著性结果的 p 值），那么在 40 个残差块均是独立同分布的情况下，出现显著检验结

果的数目服从二项分布，二项分布的均值仅为 40 0.015 0.6× = 个，标准差为

40 0.015 0.985 0.7× × ≈  个，因此虚假显著性结果数目 95%的置信区间是 [0,2]个。而在

0.015 检验水平下，40 次相关性检验的显著性结果共有 3 个，落在了上述 95%置信区间之

外！因此第 0、2、5 列三个残差块的相关性在统计上具有显著意义。 

3.2.2 两阶段分区域 Bootstrap 方法 

通过上节游程检验和多重假设检验 FDR 控制过程，可以识别出残差三角形一些行和列

上的残差不满足 Bootstrap 的独立性假设。但与此同时，我们也注意到，与整个残差三角形

相比，具有显著相关结构的残差数量有限。在我们的例子中，共有 20 个事故年和 20 个进
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展年的残差，而其中只有 3 个进展年的残差是显著相关的。 

有鉴于此，我们提出两阶段分区域 Bootstrap 方法，解决残差三角形具有相关性的准备

金评估和风险分析问题。具体思路是将具传统的 Bootstrap 方法分成两个阶段进行：阶段一：

按照多重假设检验与 FDR 控制结果，将残差三角形分成两类区域——残差相关区域（包含

显著相关性残差的区域）和残差独立区域；阶段二：对于残差相关区域，先按“+” “-” 号进

行分离，再进行 Bootstrap 抽样。对于残差独立区域，仍然采用传统的 Bootstrap 方法进行

抽样。 

两阶段分区域 Bootstrap 方法，首先是区域划分。利用游程检验和 FDR 控制过程找到

不满足独立性假设的行和列后，进一步在这些行和列上进行区域划分。对包含相关性残差

的行或列进行子域划分，连贯次数最多的“+”号残差组成一个“正相关子域”，连贯次数最多

的“-”号残差组成一个“负相关子域”，都用虚线框标示，剩余的没有明显相关结构的残差不

做标记。 

在本章所讨论的例子中，基于游程检验和 FDR 控制过程，我们发现进展年第 0,2,5 列

的残差具有某种相关结构。因此，对于这几个进展年，分别标出连贯次数最多的“+”和“-”，

它们组成单独的“正相关子域”和“负相关子域”，如图 3.7 所示。 

 

图 3.7 残差区域划分 

图 3.7 中，第 0 进展年连续七个“+”号的残差{ }0,60,10,0 ,,, rrr L 构成一个“正相关子域”，

连续七个“-” 号的残差{ }0,150,100,9 ,,, rrr L 组成一个“负相关子域”；第 2 进展年连续五个“-” 号

的残差{ }2,102,72,6 ,,, rrr L 组成一个“负相关子域”，连续五个“+” 号的残差{ }2,172,122,11 ,,, rrr L 构



37 

 

成一个“正相关子域”；第 5 进展年的情况稍有不同，因为“-” 号连贯次数（4 次）最多的残

差子域有两个，所以加上“+” 号的残差子域，共有三个残差子域，分别是{ }5,35,25,15,0 ,,, rrrr 、

{ }5,165,155,145,13 ,,, rrrr 和{ }5,95,55,4 ,,, rrr L ；将以上 7 个“相关残差子域”合并成一个大区域——残

差相关区域，然后将“残差相关区域”之外的区域定义为“残差独立区域”。 

区域划分完成后，接着“分而抽之”。具体而言，在抽取 Bootstrap 残差 *
, jir 时，并不是

按传统方法，一次从整个残差三角形中抽得的，而是从 jir , 所对应的区域中分别有放回地抽

取的。即：“正相关子域”中的残差，都是从对应“正相关子域”中有放回抽样获得；“负相关

子域”中的残差都是从对应“负相关子域”中有放回抽样获得；其余“残差独立区域”中的每一

个残差都是从对应“残差独立区域”中有放回抽样获得。 

按照上述改进方法，最终得到两阶段分区域 Bootstrap 残差三角形： 

{ }IjIiJjir ji ≤≤≤≤≤+≤ 0,0;0:*
,  

剩余后续步骤与第二节一致。 

3.3 实证结果 

本节以上文 Verrall 和 Wüthrich （2012） 的数据为基础，首先给出 ODP 模型参数的

估计值和未决赔款准备金的估计值，然后利用本文考虑残差相关性提出的两阶段分区域

Bootstrap 方法获到未决赔款的预测分布，并将结果与传统的 Bootstrap 方法进行比较，从

而对残差相关引起的准备金风险波动进行分析①。 

3.3.1 ODP 模型参数估计结果 

我们首先利用 R 软件中的广义线性模型估计函数 glm，得到了式（3.3）中 iα 和 jβ 的

极大似然估计 iα̂ 和 jβ̂ ，然后根据式（3.4）得到参数 iμ 、 jγ 的估计 iμ̂ 和 jγ̂ ，根据式（3.7）

得到散布参数 jφ 的估计 jφ̂ 。表 3.1 展示了事故年水平估计值 iμ̂ （单位：10000），进展年水

平估计值 jγ̂ ，散布参数估计值 jφ̂ ，以及各事故年准备金估计 iR̂ （单位：10000）的结果，

将各个事故年的准备金估计 iR̂ 加总，就得到总的未决赔款准备金估计 1463076=R 。 

                                                              
①  为了进一步探讨残差相关的普遍性，笔者在完成 Verrall  和Wüthrich数据的分析后，还研究了其他数据样本，包括来

自 England and Verrall  （1999）、Wüthrich等（2009）、Robert（2013） 中的数据集。笔者发现，如果赔款三角形数据规

模较小（如 England and verall （1999）、Wüthrich等（2009）均是 10*10赔款三角形），就不容易发现残差之间的相关性，

而如果数据量较多，例如 Robert（2013） 的 17*17赔款三角形，通过残差符号三角形也可以发现与图 3.3类似的残差相

关性。 
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表 3.1 ODP 模型参数估计和未决赔款准备金估计 
=ji,  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

iμ̂  33.2  38.3  40.4 43.0 42.7 42.3 42.5 45.6 39.4  44.4  41.9 

jγ̂  34.9% 16.6% 5.8% 4.4% 4.4% 4.2% 4.4% 4.3% 3.5% 3.1% 3.1% 

jφ̂  572  386  192 272 521 528 1587 519 751  1124  1386 

iR̂  0.0  1.6  3.9 5.8 7.8 11.5 14.4 19.8 21.9  31.9  38.0 

=ji,  11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

iμ̂  43.3  42.7  40.8 40.3 40.3 37.3 36.8 33.6 34.9  36.1  37.9 

jγ̂  2.3% 1.9% 1.6% 1.2% 0.9% 0.7% 0.9% 0.5% 0.4% 0.5% 0.4% 

jφ̂  533  567  1037 535 882 79 809 108 144  80  80 

iR̂  49.5  62.0  72.0 85.0 102.2 111.1 125.0 128.7 149.4  175.3  246.5 

这里，参数估计值具有清晰的含义，比如， 4^103.38ˆ1 ×=μ 表示事故年 1 最终赔款的

估计为 383000，而 %6.161̂ =γ 则表示第 1 进展年的增量赔款在最终赔款中的占比为 16.6%，

3861̂ =φ 则表示第 1 进展年增量赔款的方差是期望的 386 倍， 1600ˆ
1 =R 指的是第 1 事故年

的准备金为 1600。 

3.3.2 两阶段分区域 Bootstrap 方法与传统 Bootstrap 方法的比较 

根据本章第二节的理论和方法，利用两阶段分区域 Bootstrap 方法可以模拟得到各个事

故年未决赔款。以 i=13 事故年为例，第 13 事故年在第 0-8 进展年的增量赔款是已知数据，

第 9-21 进展年的增量赔款是待预测的数据，最终第 13 事故年模拟结果如图 3.8 所示。 

 

图 3.8 第 13 事故年在未来进展年的未决赔款模拟 

图 3.8 展示了利用两阶段分区域 Bootstrap 方法模拟得到的第 13 事故年未决赔款结果，

其中，第 0-8 进展年的赔款数据是已知的，不需要模拟，第 9-21 进展年增量赔款的模拟如

图中折线所示。这里，模拟次数是 2000 次。对这些模拟的增量赔款进行初步统计特征分
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析，可以得到图 3.9。 

 

图 3.9 第 13 事故年在未来进展年未决赔款的统计特征 

    图 3.9 展示了第 13 事故年在第 9 进展年模拟的增量赔款的直方图，以及均值（实线）、

5%分位数和 95%分位数（虚线）。该直方图可以看作是第 13 事故年在第 9 进展年增量赔款

的预测分布。类似地，还可以得到第 10-21 进展年模拟的增量赔款的均值、5%分位数和 95%

分位数，其中，5%分位数和 95%分位数构成了 90%置信区间的上下界。从图 3.9 中可明显

看出，尾部进展年的增量赔款慢慢减少，其波动区间也不断缩小，也就意味着准备金风险

的波动在逐渐减小。 

将第 13 事故年在第 9-21 各进展年的模拟增量赔款加总，可以得到第 13 事故年未决赔

款的模拟数据，如图 3.10（a）；再将各个事故年模拟的未决赔款汇总，最终得到总未决赔

款的模拟数据，如图 3.10（b）。 

 
图 3.10（a） 第 13 事故年未决赔款的直方图与核密度曲线 

图 3.10（a）展示了利用两阶段分区域 Bootstrap 方法，得到的第 13 事故年未决赔款的

直方图与核密度曲线（实线），利用传统 Bootstrap 方法得到直方图与核密度曲线（虚线）。
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二者比较可以发现，传统 Bootstrap 的密度曲线较为平缓，并且有拖长的右尾，而两阶段分

区域 Bootstrap 方法的核密度曲线比传统 Bootstrap 陡峭一些，并且左尾右尾对称，由此可

以初步判定，两阶段分区域 Bootstrap 方法得到的未决赔款的波动性，相比传统 Bootstrap

方法要小，表示估计也更加趋近稳健。 

 

图 3.10（b） 总未决赔款的直方图与核密度曲线 

与图 3.10（a）类似，图 3.10（b）展示了两阶段分区域 Bootstrap 方法得到总未决赔款的直

方图与核密度曲线（实线），传统 Bootstrap 方法得到的直方图与核密度曲线（虚线）。将两

阶段分区域 Bootstrap 方法与传统 Bootstrap 方法的结果进行比较，可以得到与图 3.10（a）

类似的结论，传统 Bootstrap 的密度曲线较为平缓，并且有拖长的右尾，而两阶段分区域

Bootstrap 方法的核密度曲线比传统 Bootstrap 陡峭一些，并且左尾右尾对称，由此也可以

判定，传统 Bootstrap 方法得到的未决赔款的波动性较大，而两阶段分区域 Bootstrap 方法

得到的未决赔款的波动性较小。从而，进一步验证了本文提出的方法可以更加准确地度量

非寿险准备金风险。 
表 3.2 未决赔款预测分布的统计特征 

 事故年 6=i  事故年 13=i  事故年 20=i  总计 

 M1 M2 M1 M2 M1 M2 M1 M2 

均值 14441  14587  71908 69624 175243 168240 1462552  1432128 

均方误差 2298  2259  8549 8135 13944 12228 48973  44977 

标准系数 0.159  0.155  0.119 0.117 0.080 0.073 0.033  0.031 

四分位距 3011  2986  11530 10906 18195 16525 64031  61664 

注：M1 代指传统 Bootstrap 方法，M2 代指两阶段分区域 Bootstrap 方法；平均值、均方误差、四分位距单位均为 1. 

    以上几点观察结论需用数据结果进行确认。表 3.2 给出了事故年第 6、13 和 20 列未决

赔款预测分布的统计特征，以及总未决赔款预测分布的统计特征，并将传统 Bootstrap 方法

（用 M1 表示）和两阶段分区域 Bootstrap 方法（用 M2 表示）得到的结果进行了对比。在

未决赔款的波动程度方面，在三种不同的风险度量方法下（均方误差，变异系数和四分位
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距），各个事故年的未决赔款和总的未决赔款结论都是一致的：传统 Bootstrap 的波动程度

均较大，而两阶段分区域 Bootstrap 方法的波动程度较小，估计更加稳健。这就定量验证了

以上得到的几点观察结论。 

3.4 本章小结 

    在准备金评估模型和准备金风险度量中应用 Bootstrap 方法，要求残差必须满足独立性

假设。本章在 ODP 模型基础上，通过分析 Verall 和 Wüthrich （2012）的真实赔款数据发

现，拟合模型后计算得到的残差可能并不独立。鉴于此，我们利用统计中的游程检验，识

别出了不满足独立性假设的残差数据，并利用多重假设检验的 FDR 控制过程，对检验的误

判概率进行了控制；最后，依据残差相关结构，对残差三角形进行了区域划分，并设计了

一种两阶段分区域 Bootstrap 方法对具有相关结构的残差进行重抽样。 

    实证结果发现：真实赔款数据并不总是满足 ODP 模型的独立性假设，所得残差之间

可能具有相关结构，不对其进行检验就贸然使用 Bootstrap 方法，所得结论就可能存在偏差；

当残差不满足独立性假设，具有相关结构时，传统 Bootstrap 方法得到的未决赔款预测分布

密度曲线有拖长的右尾，出现异常未决赔款的可能性较大，而两阶段分区域 Bootstrap 方法

可以有效消除残差相关性的影响，得到的未决赔款的波动性较小，其估计也较为稳健，从

而准备金风险的度量也更为准确。 

    需要指出的是，残差相关的实质是赔付数据之间具有依赖关系。事实上，相对于 ODP

模型的独立性假设，赔付数据之间具有依赖关系可能更为常见。不少研究文献均在放松独

立性假设基础上，通过建模来处理赔付数据的相关性。但是，我们尚未发现有精算文献关

注 Bootstrap 应用中的残差相关性问题，这可能有两个原因：首先，文献里使用的赔款三角

形数据规模较小，通常是 1010× 左右的三角形数据，数据量少就不容易发现残差之间的相

关性；其次，不单是精算学者，即使是应用统计学者，在使用统计方法时，也常常忽视统

计方法的假设条件。因此在现有文献基础上，本章可能的理论贡献是：重新审视了 Bootstrap

在 ODP 模型中的应用条件，利用残差符号上三角形的数据可视化的方式，清楚地展示了

残差的相关结构，提出了残差不满足独立性假设的问题；利用统计中的游程检验，识别出

了不满足独立性假设的残差数据，并利用多重假设检验的 FDR 控制过程，对检验的误判概

率进行了控制；考虑到有少数事故年和进展年的残差具有相关性，本章设计了一种两阶段

分区域 Bootstrap 方法对具有相关结构的残差抽样，以期对传统的 Bootstrap 方法进行改进。 

本章的研究是 Bootstrap 在非寿险准备金评估中应用的有益探索。Bootstrap 方法在非
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寿险准备金评估中应用非常广泛，精算人员常常用它来分析未决赔款的预测均方误差或者

预测分布，从而为准备金风险度量乃至偿付能力资本要求监管提供依据。对于非寿险公司

的精算人员来说，本研究从另一个视角审视了 Bootstrap 方法，从而帮助精算人员更加审慎

地使用 Bootstrap 方法，避免由于忽视残差独立性假设而造成的估计偏差。 
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第 4 章  赔款相关条件下非寿险准备金风险度量研究 

    泊松模型是应用广泛的准备金评估模型之一，该模型及其扩展过离散泊松模型，均假

设不同事故年、进展年的增量赔款数据相互独立，在独立性假设下，参数估计和准备金估

计较为容易。但问题也随之而来：赔款数据是否一定满足独立性假设？已有研究注重模型

构建与参数估计，疏于对模型假设进行检验，从而在一定程度上忽视了赔款数据相关性问

题。如果赔款相关，却仍假设其独立，那么所得估计值将会有偏，准备金风险的度量也不

精确。因此，如何检验增量赔款的独立性假设，以及当假设不成立时，如何对独立泊松模

型进行改进等问题就自然进入我们的研究视野。 

4.1 ODP 模型与赔款数据相关性问题 

4.1.1 ODP 模型：一种新的定义方式 

首先定义一些常用的记号。将事故年记为 }...,1,0{ Ii ，∈ ，进展年记为 }...,1,0{ Jj ，∈ ，将第

i 事故年发生的保险事故在第 j 进展年的增量赔款记为 jiX , 。另外，不失一般性，假设 JI = 。

如图 4.1 所示，在 I 年末，也就是准备金评估日历年，已观测的赔款数据组成上三角形，

有待预测的未决赔款数据构成下三角形。 

 

图 4.1 增量赔款数据的结构 

将上三角形增量赔款数据定义为 { }IjIiJjiXD jiI ≤≤≤≤≤+≤= 0,0;0:, ，那么下三角

形增量赔款数据可视为上述集合的补集，即 { }, : 1;0 ,0c
I i jD X i j I i I j I= + ≥ + ≤ ≤ ≤ ≤ 。非寿

险准备金评估就是在已知数据 ID 的基础上，建立一个概率统计模型对 c
ID 进行预测， c

ID 中
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所有增量赔款之和即为非寿险准备金。 

首先考虑最简单的模型：泊松模型。泊松模型假定增量赔款 jiX , 相互独立，且服从泊

松分布： 

                      , ,~ ( )i j i jX Po m                          （4.1） 

这里，Po 代表泊松分布， ,i jm 是泊松分布的均值。依据广义线性模型的对数连接函数，

对均值 ,i jm 取对数，并表示为如下线性关系： 

                   ,log( )i j i jm μ α β= + +                        （4.2） 

其中， iα 和 jβ 表示影响 jiX , 均值 ,i jm 的事故年效应和进展年效应，均为待估参数。以上模

型求解要求具有适当的约束条件，从而得到可识别的参数，这里采用顶点约束 0 0α = ，

0 0β = 。这样，截距项μ的含义就比较清楚，它表示增量赔款 0,0X 期望的对数。 

泊松模型式（4.1）假定增量赔款的方差与均值相等，这是非常严格的假设。精算实务

中，赔款数据往往具有过离散性，方差常常大于均值。为此，学者们在泊松模型基础上进

一步发展了过离散泊松模型，以描述增量赔款的过离散性。在上一章中，我们按照如下方

式定义 ODP 模型，即假设增量赔款 jiX , 相互独立，且服从以下分布： 

  , ,~ ( )i j i jX m
Po

φ φ
 

这里， Po 代表泊松分布， ,i jm 是泊松分布的均值，φ  表示散布参数。简单推导可得增量

赔款 jiX , 的期望和方差分别为： 

, ,( )i j i jE X m=     , ,( )i j i jVar X mφ= ×  

    可见，当φ大于 1 时，增量赔款的方差会大于均值，这就符合增量赔款数据的过离散

特点。在该定义下，需要估计的参数有截距项μ、事故年效应 1 2{ , , , }Iα α αL 、进展年效应

1 2{ , , , }Iβ β βL 以及散布参数φ。 

但在本章中，为方便对 ODP 模型进行改进，我们采用另一种方式定义 ODP 模型。与

泊松模型一样，仍然假定增量赔款 jiX , 相互独立，而且服从均值为 ,i jm 的泊松分布。但与
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泊松模型不同的是，对均值 ,i jm 作出如下假设： 

                  , ,log( )i j i j i jm μ α β γ= + + +                    （4.3） 

其中，μ仍是截距项， iα 和 jβ 的含义也并未改变，分别表示影响 jiX , 均值 ,i jm 的事故

年效应和进展年效应；增加的一项 ,i jγ 是随机效应，一般假定其相互独立，并且服从均值

为 0，方差为 2
γσ 的正态分布： 

                       2
, ~ (0, )i j N γγ σ                          （4.4） 

加入独立随机效应 ,i jγ 后，增量赔款 jiX , 均值的对数 ,log( )i jm 不再是固定的量，而是服

从正态分布，均值为 i jμ α β+ + ，方差为 2
γσ 的随机变量，这就会间接增加 jiX , 的波动性，

从而体现增量赔款的过离散特征。这时，模型未知参数有截距项 μ 、事故年效应

1 2{ , , , }Iα α αL 、进展年效应 1 2{ , , , }Iβ β βL 以及方差参数 2
γσ 。 

4.1.2 赔款数据相关性的探索性分析 

    过离散泊松模型对泊松模型进行改进，通过引入独立随机效应 ,i jγ ，使模型体现增量

赔款的过离散特征。但是，无论是泊松模型还是过离散泊松模型，它们都假定上三角形增

量赔款是相互独立的，而在精算实务中，增量赔款常常具有相关性，特别是相邻事故年、

进展年的增量赔款数据，往往呈现正相关性。 

 
图 4.2 过离散泊松模型拟合的残差 

    借助一个实际案例对增量赔款的相关性进行探索性分析。本案例基于某非寿险公司一

组真实增量赔款数据（Verrall 和 Wüthrich ，2012），该数据共有 22 个事故年和 22 个进展

年，因此上三角形共有 253 个数据。在这组增量赔款数据基础上，利用贝叶斯方法对 ODP

模型进行拟合，得到上三角形数据的拟合值，真实值减去拟合值就得到 ODP 模型的残差，
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全部 253 个残差如图 4.2 所示。 

    通过残差分析技术对增量赔款的独立性假设进行讨论。由图 4.2 可以看出，这些残差

主要集中在 ( 400,400)−  区间内，仅有少数的残差落在区间之外；图中的深色虚线代表残差

的均值 0.1124，与 0 接近。可见，模型拟合残差以零为中心在一定区域内随机波动，没有

特殊的规律可循。 

然而，如果把这些残差有序地排列在上三角形中，则可以观察到一些有趣的现象。如

图 4.3 所示，在事故年、进展年和残差构成的三维立体空间中，向上实心点表示正的残差，

向下空心点表示负的残差。增量赔款的独立性意味着这些残差也是独立的，也就是说正负

残差应该是完全随机出现的，但仔细观察图 4.3 可以发现，位于残差三角形左上角的残差

均为正，这似乎与残差独立性假设相悖。不过，由于这些立体散点比较密集，我们不易观

察到其他明显规律。 

 

图 4.3 过离散泊松模型的残差立体图 

    为更好地观察这个残差三角形，我们采取另一种展示方式：把其中正的残差记为‘+’，

负的残差记为‘-’，然后把这些残差符号在一个平面三角形中表示出来，构成残差符号三角

形，如图 4.4 所示。在增量赔款独立性假设下，残差应是以零为中心上下波动的随机变量，

这意味着，‘+’和‘-’的出现应是完全随机的，不应有某种特殊的规律。但在图 4.4 中，却有

相同符号残差聚在一起的情况出现，构成了很多残差块，这里标出了五个残差块。有些残

差块内含有的残差个数非常多，例如，①中有 15 个“+”的残差，②中有 22 个“-”的残差，

③中有 20 个“+”的残差。相同符号残差块的出现，表明残差不是完全随机的。我们据此怀

疑增量赔款的独立性假设，相邻事故年、进展年的增量赔款数据可能具有正相关性。 

通过图形观察，我们对增量赔款的独立性假设提出了质疑。事实上，除了图示分析，

还可以利用假设检验的方法对独立性进行统计检验。我们把事故年和进展年当作空间位置



47 

 

的二维坐标，残差当作某一空间位置上的测量值，那么图 4.3就相当于一张残差“立体地图”，

图 4.4 就是一幅残差“平面地图”。检验残差的独立性假设，就相当于考察残差“地图”是否

具有空间相关性。在空间统计学里，一般采用 Moran’s I 系数来衡量空间相关性（Li 和

Calder，2007），Moran’s I 大于 0，表示正相关，Moran’s I 小于 0，表示负相关。在本例中，

计算得到的 Moran’s  I 系数为 0.026，p 值为 81013.1 −× 。因此，残差三角形呈现显著的正相

关①，表明相邻事故年、进展年的增量赔款具有正相关性。这就从定量分析角度佐证了来

自图 4.3 和图 4.4 的观察。 

 

 
图 4.4 过离散泊松模型的残差符号三角形 

4.1.3 考虑相关性的条件自回归泊松模型 

    上一小节的分析表明，增量赔款数据并不是相互独立的，而是具有正相关性。为在模

型中考虑增量赔款的相关性，对过离散泊松模型进行如下改进： 

               , , ,log( )i j i j i j i jm μ α β γ φ= + + + +                    （4.5） 

其中，μ是截距项， iα  、 jβ  和 ,i jγ  的含义与式（4.4）相同，分别表示影响增量赔款

均值 ,i jm 的事故年效应、进展年效应以及独立随机效应。添加的一项 ,i jφ 是相关随机效应，

不同事故年、进展年的随机效应 ,i jφ 构成一个随机效应向量 { }, : 0 ,0i j i I j Iφ φ= ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

我们采用条件自回归模型（Conditional autoregression model,CAR）对相关随机效应向

量φ进行建模。条件自回归模型最早由 Besag（1974）提出。在条件自回归模型中，我们

间接分析φ中每个随机效应 ,i jφ 的条件分布，然后通过 ,i jφ 的条件分布确定φ的联合分布。

                                                              
①  本文利用统计软件 R包 ape 中的Moran.I（）函数来计算Moran’s I以及 p值。 
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这里假定，在 ,i jφ 以外的随机效应给定的条件下， ,i jφ 的条件分布只与相邻的随机效应有关，

即：  

             , , , , ,( | ) ( | , )i j i j i j i j i jp pφ φ φ φ′ ′ ′ ′− = ∈∂                    （4.7） 

其中， ( | )p ⋅ ⋅ 表示条件分布函数，“− ”表示 ,i jφ 以外随机效应的集合， ,i j∂ 表示与 ,i jφ 相

邻的随机效应集合，这些相邻随机效应与 ,i jφ 处在同一事故年或同一进展年。图 4.5 画出了

当 ,i jφ 有四个相邻随机效应时的示意图，此时， , 1, 1, , 1 , 1{ , , , }i j i j i j i j i jφ φ φ φ− + − +∂ = ，从下标符号可

以看出，这些相邻随机效应或者与 ,i jφ 处在同一进展年（如 1,i jφ − 和 1,i jφ + ），或者与 ,i jφ 处在同

一事故年（如 , 1i jφ − 和 , 1i jφ + ）。 

 

图 4.5 ,i jφ 有四个相邻随机效应 

式（4.7）表明，随机效应 ,i jφ 的条件分布 ,( | )i jp φ − 只与相邻的随机效应 ,i j∂ 有关，一般

假设条件分布 ( | )p ⋅ ⋅ 为正态分布，即： 

                        
,

2
, , ,| ~ ( , )

i ji j i j i jN φφ φ σ∂                   （4.8） 

这里，条件分布的期望 ,i jφ 和方差
,

2
i jφσ 由相邻随机效应决定： 

                      , ,

,

,
,

i j i j

i j

i j
i jn

φ

φ
φ ′ ′

′ ′
∈∂

=
∑

    
,

2
2

,
i j

i jn
φ

φ

σ
σ =                  （4.9） 

其中， ,i jn 表示与 ,i jφ 相邻的随机效应的数目， 2
φσ 是一个未知参数。式（4.9）表明， ,i jφ

的条件期望 ,i jφ 是相邻随机效应的平均值，条件方差
,

2
i jφσ 与相邻随机效应的数目呈反比关

系 。 以 图 4.5 为 例 ， 当 ,i jφ 有 四 个 随 机 效 应 与 其 相 邻 时 ， 条 件 期 望

, 1, 1, , 1 , 1( ) 4i j i j i j i j i jφ φ φ φ φ− + − += + + + ，条件方差
,

2 2 4
i jφ φσ σ= 。 
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以上我们讨论了 ,i jφ 的条件分布，根据 Hammersley-Clifford 定理（Besag,1974）和 Brook

引理（Brook,1964），当每个随机效应 ,i jφ 的条件分布式（4.8）给定时，也就唯一地确定了φ

的联合分布： 

  
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

2
0,0 , , , , ,2

( , ) ( , )

1( , , ) exp ( ) ( , )
2I I i j i j i j i j

i j i j
p I

φ

φ φ φ φ φ φ
σ ≠

⎧ ⎫⎪ ⎪∝ − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑L     （4.10） 

其中，
1 1 2 2, ,( , )i j i jI φ φ 代表示性函数， 当随机效应

1 1,i jφ 和
2 2,i jφ 相邻时，

1 1 2 2, ,( , ) 1i j i jI φ φ = ，

当
1 1,i jφ 和

2 2,i jφ 不相邻时，
1 1 2 2, ,( , ) 0i j i jI φ φ = 。作为φ的联合分布密度函数，如果式（4.10）中

所有的随机效应 ,i jφ 都增加一个常数，联合分布密度取值不会发生变化。这意味着，随机效

应向量φ没有一个“中心”，因此一般对随机效应φ添加内部限制条件 , 0i jφ =∑ 。添加限制

条件的自回归模型又被称为内在自回归模型（Intrinsically autoregressive model，IAR）

（Besag,1995）。 

4.2 条件自回归泊松模型的贝叶斯估计 

    以上我们建立了条件自回归泊松模型，该模型不仅体现增量赔款的过离散特征，还能

够描述增量赔款的相关性，尤其是相邻事故年、进展年增量赔款的正相关性。但随着模型

结构变得复杂，模型参数估计也愈加困难。在条件自回归泊松模型中，除截距项、事故年

效应、进展年效应三组参数外，另有比赔款数据还多的随机效应需要估计。在这种情况下，

极大似然估计方法会产生过拟合问题。为避免过拟合问题，在数据量有限背景下，可利用

贝叶斯方法，结合先验信息和上三角赔款数据对模型参数进行估计。下面首先从设定参数

先验分布进行讨论。 

4.2.1 参数先验分布设定 

    对于截距项μ，沿用处理截距项的一般做法，采用扁平先验： 

~ ()dflatμ  

    对于事故年效应 iα 和进展年效应 jβ ，采用正态先验分布假设： 

2~ (0, )i N αα σ   2~ (0, )j N ββ σ   , 1, ,i j I= L  

    一般， 2
ασ 和 2

βσ 取较大的值，意味着 iα 和 jβ 近似服从无信息先验分布。 

对于随机效应的方差参数 2
γσ 和 2

φσ ，一般采用共轭先验分布，即逆伽马分布： 
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2 ~ ( , )IG a bγ γ γσ   2 ~ ( , )IG a bφ φ φσ  

这里， ( , )IG a b 表示逆伽马分布的概率密度函数 ( 1) /( )
( )

a
a b xbf x x e

a
− + −=

Γ
。一般来说，随

机效应的波动程度较小，所以超先验参数aγ 、bγ 、aφ 和bφ 的取值使 2
γσ 和 2

φσ 在小范围内波

动即可。 

4.2.2 参数后验估计、准备金估计与风险度量 

条件自回归泊松模型参数较多，参数联合后验分布非常复杂。本文采用 Gibbs 抽样技

术，模拟得到参数后验分布样本，然后通过样本特征值进行参数估计。为利用 Gibbs 抽样

对模型进行估计，首先推导参数的条件后验分布。模型未知参数有： 

μ； { }:1i i Iα α= ≤ ≤ ； { }:1j j Iβ β= ≤ ≤ ； 

                    { }, : 0 ,0i j i I j Iφ φ= ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

{ }, : 0 ,0i j i I j Iγ γ= ≤ ≤ ≤ ≤ ； 2
γσ ； 2

φσ  

    将下三角形未决增量赔款 { }, : 1;0 ,0c
I i jD X i j I i I j I= + ≥ + ≤ ≤ ≤ ≤ 也作为未知参数，因

此全部未知参数有： 

{ }2 2, , , , , , , c
IDγ φμ α β φ γ σ σ  

各参数条件后验分布如下： 
, ,

,
1 1

( | ) ( | )i j i j i j
i j

i I j I

f Po X eμ α β γ φμ + + + +

≤ ≤ ≤ ≤

− ∝ ∏ ∏   

, , 2
,

1 1

( | ) ( | ) ( | 0, )i j i j i j
i i j i

i I j I

f Po X e Nμ α β γ φ
αα α σ+ + + +

≤ ≤ ≤ ≤

− ∝ ×∏ ∏   i I≤ ≤１  

, , 2
,

1 1

( | ) ( | ) ( | 0, )i j i j i j
j i j j

i I j I

f Po X e Nμ α β γ φ
ββ β σ+ + + +

≤ ≤ ≤ ≤

− ∝ ×∏ ∏   j I≤ ≤１  

, , 2
, , ,( | ) ( | ) ( | 0, )i j i j i j

i j i j i jf Po X e Nμ α β γ φ
γγ γ σ+ + + +− ∝ ×   i I≤ ≤１  j I≤ ≤１  

, ,

,

2
, , , ,( | ) ( | ) ( | , )i j i j i j

i ji j i j i j i jf Po X e Nμ α β γ φ
φφ φ φ σ+ + + +− ∝ ×   i I≤ ≤１  j I≤ ≤１  

2 2 2
,

1 1

( | ) ( | 0, ) ( | , )i j
i I j J

f N IG a bγ γ γ γ γσ γ σ σ
≤ ≤ ≤ ≤

− ∝ ×∏ ∏  

2 2
0,0 ,( | ) ( , , ) ( | , )I If p IG a bφ φ φ φσ φ φ σ− ∝ ×L  

, ,
, ,( | ) ( | )i j i j i j

i j i jf X Po X eμ α β γ φ+ + + +− ∝   1;0 ,0i j I i I j I+ ≥ + ≤ ≤ ≤ ≤  
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这里， ( | )f • − 表示在上三角增量赔款数据与其他参数（用“− ”表示）已知条件下，某

目标参数（用“• ”表示）的后验分布。Gibbs 抽样的具体过程是，首先设定参数初始值： 

{ }(0) (0) (0) (0) (0) (0) 2(0) 2(0) (0), , , , , , , c
IDγ φθ μ α β φ γ σ σ=  

然后在 (0)θ 的基础上，按照条件后验分布依次对参数进行更新，得到新的参数模拟值： 

{ }(1) (1) (1) (1) (1) (1) 2(1) 2(1) (1), , , , , , , c
IDγ φθ μ α β φ γ σ σ=  

不断重复如上的更新过程 T 次，就可得到一个容量为 T 的后验分布样本

{ }(1) (2) ( ), , , Tθ θ θL 。作为其中的组成部分，对未决增量赔款后验样本{ }(1) (2) ( ), , ,c c c T
I I ID D DL 进

行分析，可以获得未决赔款预测分布和未决赔款准备金。利用直方图或核密度估计方法，

能得到未决赔款的预测分布，对未决赔款的样本取均值，可得到未决增量赔款的均值估计： 

( )
, ,

1

1ˆ
T

t
i j i j

t
X X

T =

= ∑   1;1 ,0i j I i I j I+ ≥ + ≤ ≤ ≤ ≤  

各事故年未决赔款的均值估计： 

                               ,
1

ˆ ˆ
I

i i j
j I i

R X
= + −

= ∑   0 i I≤ ≤  

以及总未决赔款的均值估计也即准备金估计： 

1

ˆ ˆ
I

i
i

R R
=

= ∑  

4.2.3 基于 DIC 的模型评价 

本文共涉及三个模型：简单泊松模型、过离散泊松模型和条件自回归泊松模型。其中，

条件自回归泊松模型最为复杂，该模型不仅反映增量赔款的过离散特征，还体现相邻事故

年、进展年增量赔款的正相关性。一个自然的问题是，最复杂的模型是否如我们所愿，既

能很好地拟合已有赔款数据，又可精确地预测未决赔款呢？要回答这个问题，需要进行模

型评价。 

在利用贝叶斯方法对模型进行估计时，一般采用偏差信息准则（Deviance Information 

Criterion, DIC）对模型进行科学评价（Spiegelhalter 等，2002）。一般来说，结构复杂、参

数越多的模型，对现有数据拟合常常较好，但预测精度却不尽人意。DIC 准则一方面考虑

模型的拟合优度，同时还兼顾模型的预测精度。其计算方法如下： 

( ) DDIC D pθ= +  
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( ) ( )Dp D Dθ θ= −  

    其中， ( )D θ 表示模型拟合偏差的后验均值， ( )D θ 表示模型拟合偏差在参数后验均值θ

处的取值，偏差越小表示模型拟合越好； ( )D θ 与 ( )D θ 之差是模型中有效参数的个数，用 Dp

表示， Dp 越小表示模型越简洁，预测精度越高。DIC 是 ( )D θ 与 Dp 的加和，表示 DIC 兼顾

模型拟合优度和预测精度两方面。DIC 越小，表示模型越优。一般来说，若两模型的 DIC

差值大于 5，那么认为其中一个模型显著优于另外一个模型。我们可以利用 DIC 对以上三

个模型进行评价和比较。 

4.3 实证研究 

4.3.1 数据来源 

本文使用的数据来源于 Verrall 和 Wüthrich （2012），为保险公司真实增量赔款数据。

该增量赔款三角形共有 22 个事故年和 22 个进展年，即 21I = ，限于篇幅这里不再用表格

展示原始数据。作者已将其以文本文件的形式置于网站上①，有兴趣的读者可以下载使用。

不过，我们可以通过立体图的方式将这些数据展示出来。在图 4.6 中，水平横轴表示进展

年，水平纵轴表示事故年，每个小直方体的高度代表增量赔款的大小。传统的泊松模型假

定这些增量赔款相互独立，但图 4.6 中邻近直方体的高度比较相似，这可能意味着相邻事

故年、进展年的增量赔款具有某种相关性。 

 
图 4.6 增量赔款三角形的立体图 

    本章第二部分以 Verrall 和 Wüthrich （2012）的数据为例，通过残差分析技术，对增

量赔款的独立性假设进行了深入讨论，发现增量赔款数据可能具有相关性，特别是相邻事

                                                              
①网址：http://gaolei786.github.io/code/car/。增量赔款数据、本文编程的 R代码、WinBUGS程序代码等内容，均可以从

该网址下载。当然，也欢迎来函索取。 
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故年、进展年增量赔款具有正相关性。为此，本文在过离散模型基础上，添加了相关随机

效应，并采用条件自回归模型对相关随机效应进行建模，从而构建了描述赔款数据相关性

的条件自回归泊松模型。 

4.3.2 条件自回归模型的贝叶斯估计 

    本文采用贝叶斯方法，结合先验信息和赔款数据对条件自回归泊松模型进行估计，特

别是利用 Gibbs 抽样对参数后验分布进行了随机模拟①，最终得到了准备金估计值和未决赔

款的预测分布，并对准备金风险进行度量。 

（1）参数先验分布的设定和 Gibbs 抽样初始值的选取 

    首先设定参数的先验分布。事故年效应 iα 先验分布的超参数 2 100000ασ = ，进展年效应

jβ 先验分布的超参数 2 100000βσ = ，两个超参数取值较大，意味着事故年效应 iα 、进展年

效应 jβ 近似服从无信息先验分布。随机效应方差 2
γσ 和 2

φσ 先验分布的两个超参数

1000000aγ = ， 1000bγ = ，这表明随机效应的波动将会被限制在较小的范围之内。 

    然后设定参数 Gibbs 抽样的初始值如下： (0) 0μ = ； (0) 0iα = ， i I≤ ≤１ ； (0) 0jβ = ， j I≤ ≤１ ；

(0)
, 0i jφ = ， i I≤ ≤0 ， j I≤ ≤0 ； (0)

, 0i jγ =  ， i I≤ ≤0 ， j I≤ ≤0 ； 2(0) 0.001γσ = ； 2(0) 0.001φσ = 。

将所有未决增量赔款的初始值设定为上三角增量赔款的平均值，即 (0)
, 28902i jX = ，

1,1 ,1i j I i I j I+ ≥ + ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

    参数 Gibbs 抽样初始值的设定不作严格要求，只要在参数的合理区间内即可。Gibbs

抽样的开始阶段是一个“热身”（warm-up）的过程，随着循环次数的增多，参数样本会逐

渐向后验分布收敛。因此，在 Gibbs 抽样完成之后，我们须将“热身”阶段的样本去掉，也

就是进行“烧毁”（burn-in），最后保留下来的是不受初始值影响的 Gibbs 抽样样本。另外，

由于 Gibbs 抽样过程本质是运行一条马氏链，相邻样本点之间具有相关关系，而我们的目

的是获得服从后验分布的独立样本，所以还会采取间隔取样的方法，在 Gibbs 原始样本中

每隔一段固定长度取一次样本观测，最终形成的样本容量往往小于模拟次数，但该样本近

似于独立样本，基于该样本的参数估计和准备金估计也就比较准确。 

（2）参数估计、准备金估计与准备金风险度量 
                                                              
①  Gibbs 采样是一种 MCMC 算法。MCMC——马尔可夫链蒙特卡洛（Markov Chain Monte Carlo）方法的发展对现代贝

叶斯分析的复兴起着至关重要的作用。本文附录给出了关于马尔科夫链、蒙特卡洛方法以及马尔科夫链蒙特卡洛方法的

直观实例。 
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WinBUGS 是进行贝叶斯数据分析的专业软件。如果我们将条件自回归泊松模型以及

模型所需的数据用 WinBUGS 语言表示出来，那么，参数条件后验分布推导和 Gibbs 抽样

更新过程便可以在 WinBUGS 软件中自动实现。关于 WinBUGS 的使用可以参阅

Spiegelhalter 等（2003）。 

我们在 WinBUGS 软件中实现参数 Gibbs 抽样更新。在正式更新之前，试更新 1000 次，

确保程序运行正常。然后设定监控参数，包括事故年效应、进展年效应、随机效应以及待

预测的下三角未决增量赔款等。设定 Gibbs 抽样更新 50000 次，整个更新过程在英特尔酷

睿三核处理器上耗时 67 分钟。 

由于模型参数较多，限于篇幅，这里不展示全部结果，仅以相关随机效应参数 0,7φ 为

例进行说明。随机效应 0,7φ 更新的样本轨迹如图 4.7。从图 4.7 可以看出，在 1001-21000 更

新阶段，样本轨迹具有明显的下降趋势，在 21001-51000 更新阶段，样本轨迹开始趋于平

稳。我们进一步把 21001-51000 更新阶段的样本放大，展示在图 4.7 中的右上角。其中，

轨迹中间的虚线表示的是样本均值，可以看出样本观测始终围绕均值曲线上下波动。因此，

我们把前 20000 次更新当作 Gibbs 抽样的“热身”阶段，只保留最后 30000 次更新样本作为

分析样本，这 30000 次样本的更新轨迹没有明显趋势，可看作是来自于后验分布的平稳样

本。 

 

图 4.7 相关随机效应 0,7φ MCMC 模拟的样本轨迹 

由于 Gibbs 抽样更新过程的每一次更新都依赖于上一次更新结果，因此以上样本具有

自相关性。图 4.8（1）为 0,7φ 30000 次更新的自相关图，可见样本的自相关性非常明显。我

们利用间隔取样的方法减弱样本自相关性：从 30000 次样本中，每间隔 30 次取一个样本

点，最终得到一个容量为 1000 的样本。图 4.8（2）为新样本的自相关图，可见，样本的

自相关性明显减弱，利用这些样本可以估计各参数的后验分布。 
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                     （1）                             （2） 

图 4.8 相关随机效应 0,7φ 的自相关图 

图 4.9（1）给出了相关随机效应 0,7φ 的后验分布，而且标出了 0,7φ 的后验均值估计（黑

色三角形）和 95%后验置信区间的上下界（灰色三角形）。图 4.9（2-4）分别给出了未决增

量赔款 3,19X 、第 3i = 事故年未决赔款 3R 以及总未决赔款R 的后验分布，而且在各图中还标

出了后验分布均值估计（黑色三角形）和 95%置信区间的上下界（灰色三角形）。这里，

未决赔款后验分布均值估计就是准备金估计， 95%置信区间则代表未决赔款的波动程度，

表示准备金风险大小。 

 

（1） （2） 

（3） （4） 

图 4.9 0,7φ 与未决增量赔款的后验分布 

（3）三种模型的结果比较 
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表 4.1 给出了条件自回归泊松模型（M1）下总未决赔款R 的分布特征值:均值、标准差、

中位数、95%置信区间长度等，另外还列出了过离散泊松模型（M2）和简单泊松模型（M3）

的估计结果。从未决赔款的均值估计来看，三种模型差别不大，但从未决赔款的波动程度

来讲，三种模型明显不同。简单泊松模型未决赔款的波动程度最小（标准差为 2380，95%

置信区间长度为 9332），过离散泊松模型未决赔款的波动程度较大（标准差为 11530，置信

区间长度为 44632），条件自回归模型下未决赔款的波动程度最大（标准差为 25852，置信

区间长度为 99973）。这与三种模型的模型假设是一致的：简单泊松模型假设增量赔款方差

等于均值，而过离散泊松模型允许方差大于均值，所以过离散泊松模型未决赔款的波动程

度大于简单泊松模型；条件自回归模型不仅反映了增量赔款的过离散特征，还进一步考虑

了相邻事故年、进展年增量赔款的相关性，因此其未决赔款的波动程度应大于过离散泊松

模型。 
表 5.1 三种模型下总未决赔款的分布特征 

三种评估模型 均值 标准差 2.5%分位数 中位数 97.5%分位数 95%区间长度

M1 1466082 25852 1416555 1423393 1516528 99973 
M2 1474134 11530 1451026 1454497 1495709 44683 
M3 1463088 2380 1458435 1459174 1467767 9332 

4.3.3 模型评价与比较 

本文利用 DIC 对以上三种模型进行评价。表 4.2 展示了三种模型的拟合偏差 ( )D θ 、有

效参数个数 Dp 和DIC 。简单泊松模型最为简洁（有效参数 43Dp = ），但其拟合偏差较大

（ ( ) 134588D θ = ），因而 DIC 最大（ 134631DIC = ）。过离散泊松模型有效参数较多

（ 235Dp = ），表明模型比较复杂，不过由于模型恰当地考虑了增量赔款的过离散特征，

所以模型拟合偏差（ ( ) 4833D θ = ）远小于简单泊松模型，因此综合来看过离散泊松模型

DIC 取值（5069）只有不到简单泊松模型的二十分之一。 

表 4.2 基于 DIC 的模型评价 

三种评估模型 ( )D θ  Dp  DIC  

M1 4314 239 4554 

M2 4833 235 5069 

M3 134588 43 134631 

条件自回归模型不仅反映了增量赔款的过离散特征，还描述了相邻事故年、进展年增
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量赔款的相关性，其对增量赔款的刻画更加合理，因而条件自回归模型的偏差

（ ( ) 4314D θ = ）是三个模型中最小的，而且由于为相关随机效应 ,i jφ 设定了有约束的分布

假设，所以条件自回归模型的有效参数数目（ 239Dp = ）仅略多于过离散泊松模型

（ 235Dp = ）。综合来看，条件自回归泊松模型的 DIC 在这三个模型中是最小的，而且与

过离散泊松模型的DIC  的差值大于 5，这意味着与其他两个模型相比，条件自回归模型优

势比较明显。 

 条件自回归泊松模型对过离散泊松模型的改进，还可以从残差符号三角形中得到解

释。由于考虑了相邻事故年、进展年增量赔款的相关性，所以条件自回归泊松模型的残差

应该是相互独立的。图 4.10 为条件自回归泊松模型的残差符号上三角形。为与图 4.4 进行

比较，我们将图 4.4 中的 5 个残差块区域边界原封不动地画在了图 4.10 中。对比发现，图

4.10 中五个残差区域内的残差并不是“铁板一块”：每个区域里既有“+”又有“-”，而且“+”和

“-”随机交替出现。这表明，条件自回归泊松模型下的残差三角形不再具有较强的正相关性，

不同事故年、进展年的残差几乎相互独立。这些结论与条件自回归泊松模型的建模初衷是

相一致的，也说明条件自回归泊松模型对传统独立泊松模型具有明显的改进效果。 

 

图 4.10 条件自回归泊松模型的残差符号三角形 

4.4 本章小结 

在利用泊松模型对增量赔款数据建模并对准备金进行估计时，常常假设增量赔款是相

互独立的。通过分析过离散泊松模型拟合残差却发现，增量赔款数据也可能具有相关结构，

特别是相邻事故年、进展年的增量赔款数据呈现正的相关性。为此，本文在过离散泊松模

型基础上，添加了相关随机效应参数，并采用条件自回归模型对相关随机效应进行建模，



58 

 

从而构建了描述赔款数据相关性的条件自回归泊松模型。在模型估计方面，本文采用贝叶

斯方法，结合先验信息和赔款数据对条件自回归泊松模型进行估计，特别是利用 Gibbs 抽

样等马尔科夫链蒙特卡罗方法对参数后验分布进行了随机模拟，最终得到准备金的估计值

和准备金风险度量。此外，本文还利用偏差信息准则对不同模型的拟合与预测效果进行了

评价。 

基于真实赔款数据（Verrall 和 Wüthrich ,2012）的实证研究结果表明：从准备金估计

的结果看，条件自回归泊松模型与泊松模型、过离散泊松模型差别不大，但从准备金风险

度量来讲，三种模型明显不同，条件自回归泊松模型准备金风险度量值最大，这是因为条

件自回归模型不仅反映了增量赔款的过离散特征，还进一步考虑了相邻事故年、进展年增

量赔款的相关性。模型评价方面，因为条件自回归模型对增量赔款数据的刻画更加合理，

所以条件自回归泊松模型模型的DIC在这三个模型中是最小的，这意味着与其他两个模型

相比，条件自回归泊松模型优势比较明显。最后，基于残差符号的图示分析表明，条件自

回归泊松模型下的残差三角形不再具有较强的正相关性，说明条件自回归泊松模型对传统

独立泊松模型具有明显的改进效果。 
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第 5 章  模型不确定性对非寿险准备金风险 

度量的影响研究 

以往的研究，较多关注构建非寿险准备金评估模型，并对模型的参数和准备金进行估

计，继而对准备金风险进行度量。鲜有文献研究模型的比较，也很少有研究关注选择不同

的模型可能对准备金估计乃至准备金风险带来的影响。本章研究了两种不同准备金评估模

型—Loglogistic 增长曲线模型和 Weibull 增长曲线模型—的准备金估计和风险度量问题，并

创新性地提出利用贝叶斯模型平均方法对两个模型的结果进行加权平均，不仅得到了综合

两个模型结果的准备金估计值，而且还得到了考虑模型不确定性后的准备金风险度量值。 

5.1 模型不确定性与贝叶斯模型平均方法 

5.1.1  关于模型不确定性的两个例子 

在统计实践中，研究人员常构建一组模型，然后依据模型选择准则，从中挑选 “最优”

模型进行统计推断和预测。这里就有两个值得考虑的问题。第一，从模型选择准则来看，

可能会得到若干模型对数据拟合都较好的结论。换句话说，这些模型难分伯仲，舍弃其中

任何一个都让人感到可惜。Breiman 把这种现象称为模型的“罗生门效应” ①（Rashomon 

Effect）。第二，即便可以选出最优模型，由于数据样本的随机性，每次挑选的最优模型也

会有所不同，这称为模型的不确定性（Model Uncertainty）。在统计实践中，这两个问题

较为普遍，但经常被研究人员所忽略。 

精算中的很多模型属于统计模型，所以常常也面临模型不确定性问题。梳理文献我们

发现，已有学者将贝叶斯模型平均方法引入到精算领域，用来处理精算模型的不确定性。

这里，我们引用 Ntzoufras 等（2005）中的例子进行说明，Ntzoufras 等（2005）研究了索

赔次数数据的建模问题。下表是文中讨论的八家汽车保险公司的索赔数据集。以表中第一

行为例，这是 1961 年瑞士一家汽车保险公司索赔数据。可知，在 1961 年，有 103704 张

保单没有发生索赔，有 14075 张保单发生了一次索赔，1766 张保单发生了两次索赔，其他

数据具有类似的含义。 

Ntzoufras 等（2005）关注的问题是，应该采用什么样的分布模型对索赔数据进行建模。

为此，首先利用直方图对这些数据进行展示。图 5.1 为八个数据集的直方图，这些直方图

                                                              
①《罗生门》是一部日本电影，在电影中，发生了一起刑事案件，一名男性被杀，另有一名女性被强奸。案件共有四名

目击者，当他们在法庭作证时，面对同样的事件，却从自身利益出发讲述了完全不同的事情经过。Brieman认为统计模

型也具有“罗生门效应”，即不同模型讲述了关于同一数据的不一样的故事，而且听起来都非常逼真。 
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既有共同点又有差异。各直方图的第一个直条远远高于后面的其他直条，这表明在各数据

集中，没有发生索赔的保单数量是最多的。各直方图尾部情况不一样，有的拖尾，而有的

尾部很短，这表明有的数据集含有索赔频率较高的保单，而有的数据集索赔次数较高的保

单较为稀少。 

表 5.1 汽车保险的索赔数据集 

数据集 
索赔次数 

0 1 2 3 4 5 6 7 

瑞士 1961 103704 14075 1766 255 45 6 2 0 

刚果 1974 3719 232 38 7 3 1 0 0 

英国 1968 370412 46545 3935 317 28 3 0 0 

德国 1964 20592 2651 297 41 7 0 1 0 

比利时 1978 7840 1317 239 42 14 4 4 1 

比利时 1975-76 96978 9240 704 43 9 0 0 0 

比利时 1993 57178 5618 446 50 8 0 0 0 

比利时 1994 118700 11468 930 70 14 0 0 0 

 

图 5.1 索赔次数直方图 

但是，仅观察这些直方图，仍不能确定应采用何种分布模型对这些数据进行建模。研

究文献里可供参考的分布模型非常多，例如泊松分布模型、伽马分布模型、泊松逆伽马分

布模型、Delaporte 分布模型、广义泊松分布模型等。作为说明，Ntzoufras 等（2005）选用
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了三种模型来考虑模型不确定性问题，这三个模型分别是泊松分布模型、负二项分布模型

和广义泊松分布模型。在贝叶斯模型平均理论框架下，作者得到了针对每个数据集三种模

型的后验概率，如下表所示。 

表 5.2 模型的后验概率 

数据集 
泊松分布模型的 

后验概率 

负二项分布模型的 

后验概率 

广义泊松模型的 

后验概率 

瑞士 1961 0.000 0.085 0.915 

刚果 1974 0.000 0.440 0.560 

英国 1968 0.000 0.312 0.688 

德国 1964 0.000 0.361 0.639 

比利时 1978 0.000 0.133 0.867 

比利时 1975-76 0.000 0.448 0.552 

比利时 1993 0.000 0.334 0.666 

比利时 1994 0.000 0.378 0.622 

我们发现，对于八个不同的数据集，泊松分布模型的后验概率均是 0。其原因不难解

释：泊松分布模型假定索赔次数的期望与方差相等，这是非常严格的条件，实际情况并不

满足该假定，所以泊松分布模型对实际数据的解释能力较差，其模型后验概率最低也就在

意料之中。负二项分布模型和广义泊松分布模型允许方差大于期望，更符合实际情况，所

以整体来看，这两个模型的后验概率较大，对数据拟合较好。当然，仔细分析，情况略有

不同：对于瑞士 1961 数据集，两个模型差异较大，广义泊松分布模型的后验概率是负二

项分布模型的十几倍之多。不过，对于其他七个数据集，虽然广义泊松模型的后验概率比

较高，但与负二项分布模型的后验概率是可比的，差距并不悬殊。这些可比的后验概率表

明模型存在不确定性。 

如果将目光聚焦在非寿险准备金评估领域，我们发现模型不确定性问题也广为存在。

随着现代统计模型与方法的不断发展与渗入，随机性准备金评估模型如雨后春笋般不断涌

现。模型的多样化是一把双刃剑，一方面精算师有了更广阔的模型选择空间，可以使用不

同的模型进行建模，另一方面，精算师往往凭借主观经验进行模型选择，并没有利用统计

方法进行科学分析。例如，段白鸽（2014）发展了贝叶斯非线性分层模型，对多元索赔准

备金评估进行了研究。她在论文的结尾写道：“本文进行这些分析仅仅是出于示例的目的，
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忽略了正确的模型选择问题。关于模型选择和模型误差的问题可能是最困难的，通常没有

相应的统计方法可以回答这样的问题。”她进一步认为，只能凭借长期的经验选择一个好的

模型。 

事实上，我们不仅可以凭借个人主观经验，还能够通过数据本身来研究模型选择与模

型不确定性问题，所利用的工具就是贝叶斯模型平均方法。进行文献梳理时，我们发现

Verrall 和 Wüthrich （2012）是为数不多的研究非寿险准备金评估模型不确定性的文章，

他们的工作对本文很有启发，所以这里进行详细说明。 

Verrall 和 Wüthrich （2012）利用超散布泊松分布模型对增量赔款流量三角形数据进

行建模，在该模型框架下，每个事故年、进展年分别均有相应的参数。以下图为例，这是

一个含有 10 个事故年、10 个进展年的增量赔款流量三角形。阴影部分表示数据，

0 1 9, , ,μ μ μL  表示事故年参数， 0 1 9, , ,γ γ γL 表示进展年参数。可见，该流量三角形共有 55

个数据①，却至少有 20 个参数需要估计。数据量少，而有待估计的参数非常多，可以想见，

这种情况下容易产生过拟合问题。 

 
图 5.2 流量三角形与所需估计的参数 

为避免过拟合问题，Verrall 和 Wüthrich （2012）提出了利用递减的指数曲线拟合尾

部进展年参数的方法。以下图为例，不再直接估计 5 6 7 8 9, , , ,γ γ γ γ γ  五个进展年参数，而是

间接地用如下的一条递减的指数曲线替代： 

exp( )j jγ α β= −  

指数曲线函数中仅有两个参数α 和β ，所以只要估计出α 和β ，就能得到五个进展年参数

5 6 7 8 9, , , ,γ γ γ γ γ 的估计。通过这种方法，我们将参数的数量减少了三个，这就有可能减轻或

                                                              
①因为三角形共有 10个事故年，10个进展年，所以共有10 11/ 2 55× = 个数据。 
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避免过拟合问题。 

 

图 5.3 递减的指数曲线拟合尾部进展年参数 

Verrall 和 Wüthrich （2012）注意到，如果指数递减曲线的起始位置靠近左侧，比如

从 1γ  开始，就能大大减少参数的数量（如果从 1γ  开始，参数个数减少 7 个），基本消除

了过拟合问题。但此时，几乎所有进展年水平参数都须服从一条指数递减曲线，而事实上，

真实的进展年水平有可能先增后减，不一定严格地服从一条指数递减曲线。所以，如果强

制使用指数递减曲线对进展年水平参数进行拟合，会使模型的灵活性大打折扣。另一方面，

如果指数递减曲线起始位置太靠近右侧，则起不到避免过拟合问题的效果。因此，在避免

过拟合问题和保证模型的灵活性两方面，需要作出权衡，权衡关键在于确定指数递减曲线

应从什么位置开始。 

 

图 5.4 21 种模型未决赔款的预测分布 

指数递减曲线起始位置不同，会对准备金的估计结果会产生显著影响。Verrall 和 

Wüthrich （2012）所研究的流量三角形共有 22 个进展年，所以指数递减曲线可以从 21 个

不同的位置开始（初始进展年不计入），从不同位置开始就代表不同的模型。图 5.4 为 21
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个模型各自未决赔款的预测分布。由图可见，虽然有些模型的预测分布互相重叠，聚集在

一起，但整体来看，各个模型预测分布的中心位置差异很大，而且波动程度也有所不同。 

特别地，我们以最左侧的预测分布和最右侧的预测分布进行说明，这两条分布曲线，

分别对应指数递减曲线从第一进展年开始和第二进展年开始两种情形。由图可见，虽然指

数曲线起始位置相邻，但是未决赔款的预测分布却有较大差异。两条预测分布曲线中心位

置相距甚远，表明准备金估计结果显著不同，并且预测分布曲线“胖瘦”有别，说明未决赔

款的波动程度也不一样。 

 

图 5.5 模型 1M 和 2M 未决赔款的预测分布 

    为对这些差异较大的模型进行评估，Verrall 和 Wüthrich （2012）利用贝叶斯模型平

均方法，通过 RJMCMC 随机模拟技术，得到了各个模型的后验概率，如下图所示。图中，

横轴表示模型编号，纵轴表示模型后验概率，这些后验概率是模型不确定性的定量测度。

可见，指数递减曲线起始位置在第 7 进展年时，所对应模型的后验概率是最高的，超过了

60%。以下依次是第 6、9、10、8、11、12 进展年，其他模型的后验概率几乎为 0。 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

0.0
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图 5.6 21 种模型的后验概率 
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利用模型的后验概率对各模型的预测分布进行加权。如下图所示，图中描绘了后验概

率较大的几个模型的未决赔款的预测分布，均用浅色的曲线表示。而深色曲线所代表的预

测分布，则是利用模型后验概率对各模型未决赔款预测分布加权的结果。可见，通过贝叶

斯模型平均方法得到的未决赔款预测分布曲线，不偏向也不摒弃任何一个模型，而是综合

了各个模型的结果。 

 

图 5.7 应用 BMA 方法得到的未决赔款的预测分布 

5.1.2  贝叶斯模型平均方法的发展历程、基本原理与应用难点 

贝叶斯模型平均（Bayesian Model Averaging, BMA）以贝叶斯理论为基础，将模型看

作一个未知参数，通过赋予先验概率和后验概率来度量模型的不确定性，并利用后验概率

对备选模型的推断和预测进行加权平均，得到更为稳健的推断和预测结果。不妨做一比喻，

如果每种模型的结果都像含有金子的渣块，研究人员应像淘金者，与其比较并选择含金量

最大的渣块，不如利用一种方法从所有的渣块中淘取出更多的金子。BMA 就是一种从各

个模型中“淘金”的方法，它把所有模型的结果综合起来，发挥了各个模型的优势，传递了

更多的信息。贝叶斯模型平均改变了人们对模型比较和模型选择的传统认识，是对经典建

模理论的有益补充。 

（1）BMA 的发展历程 

二十世纪六十年代至八十年代是 BMA 思想酝酿时期。BMA 是模型平均理论的一个分

支①。模型平均源于二十世纪六十年代。1963 年，Barnard 在研究航空旅客数据时第一次提

出了模型综合的想法。1965 年,Roberts 考虑了一种结合两个专家观点的预测分布，这一分

布本质上是两个模型后验分布的加权平均。1969 年，Bates 和 Granger 通过综合两个无偏

                                                              
①模型平均方法另一个重要分支是频率模型平均（Frequentist Model Averaging, FMA）。 
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预测来预测航空需求，肯定了模型综合方法在统计预测中的优势，Bates 和 Granger 的论文

催生了二十世纪七十年代大量关于模型综合的理论和应用研究。1978 年，Leamer 进一步

完善了模型综合理论，并提出了贝叶斯模型平均分析的基本范式（流程），Leamer 认为，

BMA 就是从统计和概率的角度度量模型的不确定性。继 Leamer 的研究之后，BMA 的研

究沉寂了一段时期。 

二十世纪八十年代末九十年代初，MCMC 方法的发展极大地促进了现代贝叶斯统计学

的复兴，与此同时，忽略模型不确定性带来的弊端也再次引发学者的思考。在这种背景下，

George、Drapper、Raftery 等学者重新开展了 BMA 的研究，BMA 迎来了理论发展的黄金

时期。在十多年的时间里，学者们针对设定先验分布、计算边际似然和模型搜索等难点问

题进行了深入研究，并取得一系列理论进展。1999 年，Hoeting 等在国际著名统计期刊《统

计科学》上发表综述文章，全面回顾九十年代 BMA 理论的研究成果，并对二十一世纪 BMA

的应用前景进行展望，这篇文章标志着 BMA 理论渐趋成熟，目前该文引用达 2727 次①。 

进入二十一世纪以后，BMA 在国内外得到迅猛的发展和应用，这些应用领域包括气象

预报、水文地理、医学健康、工程技术、计量经济学等。2005 年，Gneiting 和 Raftery 合

作在世界顶级学术刊物《Science》的气象科学板块撰文，指出利用贝叶斯模型平均方法进

行天气预测更为有效。 

（2）BMA 的基本原理 

贝叶斯模型平均是一种从各个模型中淘取“金子”的方法。若Δ是我们感兴趣的“金子”

（Δ可能是系数的估计，也可能是未来的预测），那么，在观测数据D给定的条件下，通

过 BMA 得到的Δ的后验分布是 

                )|(),|()|(
1

DMpDMpDp k

K

k
k∑

=

Δ=Δ                （5.1） 

这里， KMM ,,1 K 是备选模型， )|( DMp k 是备选模型 kM 的后验概率，而 ),|( DMp kΔ 是在

备选模型 kM 下 Δ的后验分布。因此， Δ的后验分布 )|( Dp Δ 是各个模型下 Δ后验分布

),|( DMp kΔ 的加权平均，加权权重为各个备选模型的后验概率。 

根据Δ的后验分布式（5.1），可以得到Δ的后验均值和方差： 

)|(ˆ)|(
1

DMpDE k

K

k
k∑

=

Δ=Δ                      （5.2） 

                                                              
①  截至 2016 年 1月 1号。 
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=

Δ = Δ + Δ − Δ∑          （5.3） 

其中， kΔ̂ 表示备选模型 kM 下Δ的后验均值，即 ]|[ˆ
kk MDE ，Δ=Δ 。因此，BMA 后验

均值式（5.2）是各备选模型下后验均值的加权平均，加权权重为各个备选模型的后验概率。

类似地，式（5.3）右侧第一项是各备选模型下后验二阶矩的加权平均，加权权重为各个备

选模型的后验概率。 

经验研究表明，由贝叶斯模型平均得到的式（5.1）和式（5.2）会改善单个模型的预测。

一个直观的解释是，如果各个模型的预测都是无偏的，那么选择一个模型的预测，就如同

从这些无偏预测中随机抽取一个预测，虽然结果无偏，但其方差也即不确定性仍然很大，

而利用合适的权重对各个模型的预测值加权平均，不仅仍然可以得到无偏估计，还可以降

低估计的方差，从而提高估计的准确性。可以证明，在对数得分（logarithmic score）或者

损失函数等评价标准下，由贝叶斯模型平均得到的的预测，不仅优于单个模型的预测，而

且比其他加权平均结果要好。 

    备选模型的后验概率 )|( DMp k 非常重要，是淘金的“筛盘”，在式（5.1）、式（5.2）

和式（5.3）中均有出现。根据贝叶斯公式可以得到备选模型的后验概率： 

∑=

= K

l ll

kk
k

MpMDp
MpMDpDMp

1
)()|(

)()|()|(                    （5.4） 

这里， )( kMp 是备选模型 kM 的先验概率， )|( kMDp 是在备选模型 kM 下观测数据D的边

际似然（Marginal Likelihood），即： 

kkkkkk dMpMDpMDp θθθ )|(),|()|( ∫=                （5.5） 

其中， kθ 表示模型 kM 下的参数向量， )|( kk Mp θ 表示模型 kM 下参数 kθ 的先验分布，而

),|( kk MDp θ 则表示在给定模型 kM 和参数 kθ 下，观测数据D的似然函数。式（5.5）涉及

积分运算，因此 )|( kMDp 又被称为积分似然（Integrated Likelihood）。 

（3）BMA 的应用难点 

式（5.1）-（5.5）含义清楚易于理解，它们涵盖了 BMA 的基本方面。但在 BMA 的应

用中，仍有许多细节需要考虑，某些细节至关重要已然成为 BMA 的应用难点。从上世纪

90 年代至今，学者围绕这些难点进行了深入研究并取得一系列理论进展。按照 BMA 分析
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的流程，这些难点可以归纳为以下三个方面。 

①设定先验分布。应用 BMA 时，首先需要设定参数和模型的先验分布。参数的先验

分布出现在计算模型边际似然的式（5.5）中，而从式（5.4）可以看出，边际似然又是影

响模型后验概率的关键，进而将影响 BMA 加权权重计算。此外，模型的先验概率也会影

响模型后验概率，最终会影响到 BMA 的估计和预测。因此，如果选择了不稳健的先验分

布，则不仅会得到失真的模型后验概率，还会降低 BMA 的预测能力。 

②求解边际似然。边际似然直接影响模型后验概率。与似然函数不同，边际似然是似

然函数在参数先验分布下的期望，涉及积分运算。积分运算常常是比较复杂的，尤其是当

模型的参数θ维度较多时，常见的积分算法很难处理这种高维积分问题。不过，在贝叶斯

线性回归模型中，通过把参数设置为共轭先验，也可以得到边际似然解的解析形式。但共

轭先验只是先验分布的一种特殊情形，在更为复杂的贝叶斯模型中，一旦根据需要把参数

设定为非共轭先验，积分运算将变得非常困难，求解边际似然成为 BMA 的难点之一。 

③搜索模型空间。利用近似或模拟等边际似然求解方法，可以得到单个模型的边际似

然，但当备选模型的数量巨大时，要求出所有模型的边际似然乃至后验概率，在计算上是

不可能完成的。例如，陈伟和牛霖琳在利用贝叶斯模型平均方法预测中国通货膨胀率时，

考虑了 28 个解释变量，在单一模型为线性模型假设下，备选模型总数多达 268435456 个①。

实际上，当解释变量个数超过 20 个时，就不能像式（5.1）那样对所有模型加权平均，这

时，如何设计一种模型搜索策略在模型空间中进行搜索，得到模型空间的一个子集，然后

在这个子集基础上进行 BMA，是学者关注的又一难点问题。 

5.2 贝叶斯模型平均在两种非线性增长曲线模型组合

中的应用 

5.2.1 准备金评估的两种非线性增长曲线模型 

了解赔款流量三角形的数据特征是构建准备金评估模型的出发点。我们研究了 4 个赔

款数据集，这四个数据集的简称分别是 ABC、RAA、Mortgage 和 MCLpaid②。其中，ABC

是一家保险公司的工伤累计赔款流量三角形数据，共有 11 个事故年和 11 个进展年；RAA

                                                              
①  线性回归模型中，每个解释变量都有两种选择：进入模型或在模型外。因此若有 5个解释变量，则模型空间中共有 52 32=
个备选模型，若有 20个解释变量，则模型空间中共有 202 268435456= 个备选模型，可见备选模型的数量随解释变量个

数增加呈指数式增长。 
②  它们均是 R的 ChainLadder软件包自带的数据集。在 R中查看这些数据集的方法是，首先利用 library（ChainLadder）
命令加载 ChainLadder包,然后直接在命令行敲入数据集的名字即可。有关这四个数据集的详细信息可参阅相应的帮助文

档，如 help（ABC）命令就可以查阅 ABC这个数据集的详细信息。 
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是一家车险的累计赔款流量三角形数据，共有 10 个事故年和 10 个进展年；Mortgage 是抵

押担保保险的累计赔款流量三角形数据，共有 9 个事故年和 9 个进展年；MCLpaid 是火灾

保险的累计赔款流量三角形，共有 7 个事故年和 7 个进展年。 

这里不再展示四个数据集的原始数据，但绘制了四个数据集各事故年累计赔款随进展

年发展变化的趋势图形。以 ABC 数据集为例，图中横轴表示事故年，纵轴表示累计赔款，

图中共有 11 条曲线，分别表示各事故年累计赔款的进展情况，曲线上的标号即为事故年编

号，比如 1 表示第一事故年，2 表示第二事故年等等，特别地，第 10 事故年用 0 表示，第

11 事故年用字母“a”表示。 

 
图 5.8 累计赔款的变化趋势 

观察累计赔款的进展趋势，有几点发现：第一，每个事故年的累计赔款随进展年不断

增长，不过在尾部进展年增长缓慢甚至停止增长；第二，每个事故年累计赔款的增长都是

非线性的，但具有不同的特点，有的比较平滑（如 ABC 数据集），有的波动较大（如 RAA

数据集），有的增长遵从“慢-块-慢”的模式（如 Mortgage 数据集），有的却遵从先快后慢的

模式（如 MCLpaid 数据集）；第三，即使在同一数据集中，各事故年累计赔款的进展趋势

也不完全一样，例如，在 ABC 数据集中，各事故年累计赔款的起始位置有明显不同，累

计赔款随进展年有“发散”的趋势。 

为了对未决赔款准备金进行评估，需要对累计赔款数据进行建模，或者说利用统计模

型对累计赔款的发展趋势进行描述。如上所述，累计赔款具有非线性增长的特征，因此可
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以寻找一条非线性增长曲线对累计赔款建模。虽然可供选择的非线性增长曲线非常之多，

但并不存在一条万能的非线性增长曲线，可以描述所有累计赔款的增长情况。与其寻找一

条最佳的非线性增长曲线，不如利用贝叶斯模型平均方法将若干条非线性增长曲线组合起

来进行分析，发挥各种增长曲线的优势，从而更好地解释数据，给出合理的准备金估计。 

文献中常用两类非线性增长曲线是 Loglogistic 增长曲线和 Weibull 增长曲线，这两种

曲线的函数表达式分别为： 

( ; , )
w

w w

xG x w
x

θ
θ

=
+

                       （5.6） 

( ; , ) 1 exp( ( ) )wxG x wθ
θ

= − −                      （5.7） 

事实上，这两种曲线的函数形式分别是 Loglogistic 分布和 Weibull 分布的累积分布函数，

所以这两类增长曲线从零开始增长，渐渐地向 1 逼近，如下图所示。二者增长的速度略有

不同，Loglogistic 曲线增长较慢，而 Weibull 曲线增长较快。因此，Loglogistic 增长曲线模

型适用于长尾业务，而 Weibull 增长曲线模型适用于短尾业务。 

 
图 5.9 Loglogistic 和 Weibull 增长曲线 

段白鸽和张连增（2013）在每一种非线性增长曲线下，结合贝叶斯分层建模技术，设

计了 10 种模型结构，并针对准备金评估文献中常用的一组数据进行了实证研究①，得到了

各模型的非寿险准备金估计值及预测均方误差。我们将模型结果绘制为如下所示的图形。

按照曲线形式模型可分为两类，一类是由 Loglogistic 增长曲线构建的模型，一类是由

Weibull 增长曲线构建的模型；按照不同的模型结构划分，每一类曲线模型又有十个子模型。

因此段白鸽和张连增（2013）一共估计了 20 个模型，如下图所示，每个模型结果以置信

                                                              
①  这是非寿险准备金评估的一组经典数据，最早由 Taylor（1983）使用。R中的 ChainLadder包自带的数据集中包含了这

组数据（GenIns）,可以利用“help（GenIns）”命令查看帮助文档了解这组数据集的详细信息。 
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区间的形式给出，区间的中点是准备金估计，区间的长度约为预测均方误差的 4 倍，所以

在正态近似下，这可看作是置信度为 95%的置信区间。 

 
图 5.10 10 种不同模型结构下的准备金估计及误差 

观察上图我们发现，在同一种增长曲线下，10 个子模型的准备金估计略有变化（Loglog

曲线变化较大），置信区间也有长有短，不过基本相互重叠，这主要是因为 10 个模型的假

设和结构不同。但从不同的增长曲线来看，Loglogistic 增长曲线模型的准备金估计明显高

于 Weibull 增长曲线，而且 10 种模型结构下的置信区间均没有重叠，这说明两种增长曲线

模型的准备金估计差异在统计上是显著的。 

既然这两种非线性增长曲线模型得到的准备金估计差异如此之大，准备金评估实务中

的精算人员应该选择哪种曲线呢？段白鸽和张连增（2013）精心设计了模型，但他们并没

有给出关于模型选择的建议。没有统计模型是一件坏事，有了太多的统计模型也未必是好

事。每个模型给出的结果不一样，甚至差异很大，这使得精算人员陷入难以选择的困境。

如何看待不同的增长曲线模型？它们只能是非此即彼的关系吗？贝叶斯模型平均理论可

以帮助我们回答以上问题。不过，在运用贝叶斯模型平均方法之前，首先需要解决单个增

长曲线模型的参数估计问题。 

5.2.2 单个增长曲线模型的贝叶斯估计 

为叙述方便，定义一组常用记号。将事故年记为 {1, ..., }i I∈ 2, ，进展年记为 {1, ..., }j J∈ 2, ，

第 i 事故年发生的保险事故在第 j 进展年的累计赔款记为 ,i jC 。另外，不失一般性，假设

JI = 。 { }, : 2 1;1 ,1I i jD C i j I i I j I= ≤ + ≤ + ≤ ≤ ≤ ≤ 表示累计赔款上流量三角形数据，如下
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表所示。 

 
图 5.11 累计赔款数据上三角形 

对累计赔款 ,i jC ，我们有如下假设： 

2
,log ~ (log log ( ; ), )i j iC N ult G j σ+ Θ  

其中，log iult 表示事故年 i的最终损失的对数， 2σ 表示方差参数， ( ; )G j Θ 表示依赖于

参数Θ的非线性增长曲线。选择不同的增长曲线意味着不同的准备金评估模型，这里我们

选用两类常见的非线性增长曲线作为备选模型，即 

备选模型 M1：Loglogistic 增长曲线： 

wwj

wjj
θ

θ
+−

−
=

)5.0(

)5.0();(G  

备选模型 M2：Weibull 增长曲线 ： 

))5.0(exp(1);(G w
w

jj
θ

θ −
−−=  

其中，w为形状参数，θ为尺度参数，二者均为正数。 

我们采用贝叶斯方法对上述参数进行估计，参数的先验分布如下①： 

2log ~ (log , )i ultult N ult σ      
2

2
0

0
log | ~ (log , )ult

ultult N
k
σσ μ  

2 2 2
0 0~ ( , )ult Inv vσ χ σ−     2 2 2

1 1~ ( , )Inv vσ χ σ−  
                                                              
①  这里我们采用了共轭先验分布形式，这样，参数的完全条件后验分布就是我们熟悉的分布形式，为 Gibbs抽样提供方

便。 
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2log ~ (0,100 )w N        2log ~ (0,100 )Nθ  

根据模型的假设， iult 、 logult 、w和θ均为正数，其取值具有明确的界限，在进行参

数推断时要时刻考虑这个问题。解决这个问题的一个策略是，在设置这些参数的先验分布

时，如上所示可以先对它们取对数，这样我们把正数范围扩展到整个实数范围。在参数

MCMC 模拟中，就可暂不考虑参数取值范围的影响。 

根据贝叶斯定理，参数联合后验分布与似然函数和参数先验分布的乘积成正比，即 
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     （5.8） 

显然，参数的联合后验分布形式比较复杂，很难直接对其进行分析。一般采用 MCMC
方法（包括 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 抽样）对其进行随机模拟。为进行 Gibbs 抽

样，首先推导参数的条件后验分布。 

（1）参数 iultlog 的条件后验分布是正态分布： 

( )2 2| , log , , , log , log ~ , vari i iultlogult D ult meanσ σ ω θ Ν  

其中，期望和方差分别是： 

( )
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（2）参数 ultlog 的条件后验分布是正态分布： 

( )2 2
1log | , log .......log , , , log , log ~ , varI ultult D ult ult meanσ σ ω θ Ν  

其中，期望和方差分别是： 
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（3）参数 2
ultσ 的条件后验分布是逆卡方分布： 

2 2 2
1 1 1| , log .......log , log , , log , log ~ ( , )ult ID ult ult ult Inv d Sσ σ ω θ χ−  

其中，自由度和尺度参数分别为： 

1 0 1d I ν= + +  

( ) ( )2 2 2
0 0 0 01

1
0

log log log
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I
ii ult ult k ult

S
I

μ ν σ

ν
=

− + − +
=
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∑   ; 

（4）参数 2σ 的条件后验分布为逆卡方分布： 

2 2 2
1 2 2| , log .......log , log , , log , log ~ ( , )I ultD ult ult ult Inv d Sσ σ ω θ χ−  

其中，自由度和尺度参数分别为： 

2 1 ( 1)d v I I= + +  

( )2 21
, 1 11 1

2
1

log log log ( ; )
( 1)

I I i
i j ii j C ult G j v
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（5）参数 ),( θw 的条件后验分布形式比较特殊： 

2 2
1
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∑ ∑  

除了 (log , log )w θ 两个参数外，其他参数的条件后验分布都具有共轭形式，即后验分布

与先验分布的形式是一致的。在参数的条件后验分布已知的情况下，就可以利用 Gibbs 抽

样的方法对参数的后验分布进行随机模拟。模型中需要估计的参数主要有 

log (1 )iult i I≤ ≤   ultlog   2
ultσ  2σ   (log , log )w θ  

利用 Gibbs 抽样对上述参数进行更新的步骤如下： 
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第 1 步：设定参数初始值： 

(0) (0) (0) (0) 2 (0) 2 (0) (0) (0)
1(log , , log , log ,{ } ,{ } , log , log )I ultult ult ult wσ σ θΨ = L  

第 2 步：从以下条件后验分布中抽取 (1)log iult  

( )(0) 2 (0) 2(0) (0) (0)log | , log ,{ } , , log , log ~ , vari ult i iult D ult w meanσ σ θ Ν  

第 3 步：从以下条件后验分布中抽取 (1)logult ； 

( )(1) (1) 2 (0) 2 (0) (0) (0)
1log | , log , , log ,{ } ,{ } , log , log ~ , varI ultult D ult ult w meanσ σ θ ΝL  

第 4 步：从以下条件后验分布中抽取 2 (1){ }ultσ ； 

2 (1) (1) (1) 2 (0) (0) (0) 2
... , 1 11| , log , , log log ,{ } , log , log ~ ( , )ult ID ult ult ult w Inv d Sσ σ θ χ−  

第 5 步：从以下条件后验分布中抽取 2 (1){ }σ ； 

2 (1) (1) (1) 2 (1) (0) (0) 2
... , 2 21| , log , , log log ,{ } , log , log ~ ( , )ultID ult ult ult w Inv d Sσ σ θ χ−  

    第 6 步：从以下条件后验分布中抽取 (1) (1)(log , log )w θ 。 

(1) (1) 2

1

(1) (1) 2 (1)
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∑ ∑  

至此，完成了所有参数的第一次更新①： 

(1) (1) (1) (1) 2 (1) 2 (1) (1) (1)
1(log , , log , log ,{ } ,{ } , log , log )I ultult ult ult wσ σ θΨ = L  

而在此基础上，从以下分布抽取随机数可以得到各事故年最终累计赔款的模拟值： 

(1) (1) (1) (1) 2 (1)
,log ~ (log log ( ; , ),{ } )ii IC N ult G I w θ σ+  

(1) (1) (1) (1) 2 (1)
,log ~ (log log ( ; , ),{ } )i iC N ult G w θ σ∞ + ∞  

前者是不考虑尾部进展因子，即认为赔款在第 I 进展年全部结清；后者考虑尾部进展

                                                              
①
第 2 步至第 5 步涉及正态分布和逆卡方分布随机数的生成。正态分布和逆卡方分布是较为常见的分布形式，在 R

软件中有现成的函数生成它们的随机数，例如生成正态分布随机数的函数 rnorm（）。服从逆卡方分布的随机变量可以由

卡方分布的随机变量转化而来，所以可以先利用 rchisq（）函数生成卡方分布随机数，然后求倒数就能得到逆卡方分布

随机数。第 6 步 (log , log )w θ   的条件后验分布不是常见的分布，形式比较复杂，我们可以利用 Metropolis‐Hastings

算法生成这种分布的随机数。在 R软件的 LearnBayes包中有执行Metropolis‐Hastings算法的函数：rwmetrop（），关于该

函数的参数信息可以参见其帮助文档。 
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因子，即认为赔款在第 I 进展年后可能会继续发生。 

第 7 步：不断重复如上的更新过程 T 次，得到容量为 T 的参数后验分布样本

{ }(1) (2) ( ), , , TΨ Ψ ΨL ， 另 外 还 包 括 两 种 情 形 下 事 故 年 i 最 终 赔 款 的 模 拟 值

{ }(1) (2) ( )
, , ,log , log , , log T

i I i I i IC C CL 和{ }(1) (2) ( )
, , ,log , log , , log T

i i iC C C∞ ∞ ∞L 。 

根据最终赔款的模拟样本值，可以得到两种情形下事故年 i未决赔款的均值估计： 
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以及相应的总未决赔款的均值估计也即准备金估计： 

1

ˆ ˆ
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i
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R R
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= ∑     
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ˆ ˆ
I

i
i

R R∞ ∞
=

=∑  

 

5.2.3 两个增长曲线模型的贝叶斯模型平均 

首先需要设定模型先验概率。在贝叶斯模型平均应用中，一般会将模型先验分布设定

为均匀分布，即为所有模型指定相同的先验概率： 

                       
K

Mp k
1)( =   Kk K,1=                     （5.9） 

这里，K 是模型空间中备选模型的总数。模型的均匀先验表明，在分析伊始，对所有备选

模型一视同仁，不偏向也不歧视其中一个模型。从形式上看，均匀先验直观透明，而从应

用角度来说，均匀先验简洁、方便。本文为两个增长曲线模型设定均匀先验，即

5.0)2()1( == MpMp 。 

然后推导模型后验概率。在均匀先验下，模型后验概率可以进一步简化： 

∑∑ ==

== K

l l

k
K

l ll

kk
k

MDp
MDp

MpMDp
MpMDpDMp

11
)|(

)|(
)()|(

)()|()|(             

由上式可以看出，由于各模型先验概率相同，分子分母的先验概率一项可以消去，这

样，模型后验概率不再受先验概率影响，仅由各备选模型的边际似然决定。我们采用 Chib

（1995）提出的方法计算边际似然。首先考虑基础边际似然恒等式： 

( | ) ( )( )
( | )

p D pp D
p D

Θ Θ
=

Θ
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上式对于所有Θ均成立。因此不妨取Θ为后验均值估计 ∗Θ ： 

                      ( | ) ( )( )
( | )

p D pp D
p D

∗ ∗

∗

Θ Θ
=

Θ
                  （5.10） 

先验分布形式已知，所以 ( )p ∗Θ 容易计算，而 ( | )p D ∗Θ 表示在 ∗Θ 处似然函数的取值，

也易解出。因此，上式中分子 ( | ) ( )p D p∗ ∗Θ Θ 的计算比较容易，难点在于计算分母 ( | )p D∗Θ ，

这是在 ∗Θ 处后验分布密度的取值。下面着重分析 ( | )p D∗Θ 的求解过程。假设模型参数在后

验均值处的取值为： 

2 2
1(log , , log , log ,{ } ,{ } , log , log )I ultult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗Θ = L  

按照条件概率的公式， ( | )p D∗Θ 可以展开如下： 
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    按照附录 B 的方法，我们可以求出五个条件密度，从而得到在 ∗Θ 处联合后验分布密

度的取值。代入式（5.10）就可以得到模型的边际似然。利用模型的边际似然 )|( kMDp ，

可得两个非线性增长曲线模型的后验概率： 

1
1

1 2

( | )( | )
( | ) ( | )

p D Mp M D
p D M p D M

=
+

 

2
1

1 2

( | )( | )
( | ) ( | )

p D Mp M D
p D M p D M

=
+

 

利用模型后验概率对两种非线性增长曲线模型准备金进行加权平均： 

        1 1 2 2( | ) ( | , ) ( | ) ( | , ) ( | )E D E M D p M D E M D p M DΔ = Δ + Δ       （5.11） 

另外，也可以对两种非线性增长曲线模型未决赔款预测分布进行加权平均 ： 

             1 1 2 2( | ) ( | , ) ( | ) ( | , ) ( | )p D p M D p M D p M D p M DΔ = Δ + Δ      （5.12） 

5.3 实证研究 
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5.3.1 数据来源 

本文用于实证研究的数据来自 Taylor and Ashe（1983），如下表所示。这是准备金评估

研究中常用的流量三角形数据。目前，R 软件 ChainLadder 包自带的数据集也包含这组数

据：在 R 的命令行运行 library（ChainLadder）命令加载 ChainLadder 包，然后执行 GenIns

命令就可以显示这组累计赔款流量三角形数据，利用 cum2incr（GenIns）命令还可以查看

这组赔款数据的增量形式。 

                 表 5.3 累计赔款流量三角形              单位：千元 

事故年 
进展年 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357.8 1124.8  1735.3 2218.3 2745.6 3320.0 3466.3 3606.3  3833.5  3901.5 

2 352.1 1236.1  2170.0 3353.3 3799.1 4120.1 4647.9 4914.0  5339.1  

3 290.5 1292.3  2218.5 3235.2 3986.0 4132.9 4628.9 4909.3   

4 310.6 1418.9  2195.0 3757.4 4029.9 4382.0 4588.3   

5 443.2 1136.4  2128.3 2897.8 3402.7 3873.3   

6 396.1 1333.2  2180.7 2985.8 3691.7   

7 440.8 1288.5  2419.9 3483.1   

8 359.5 1421.1  2864.5   

9 376.7 1363.3     

10 344.0     

 

图 5.12 累计赔款进展曲线图 

表 5.3 所示的流量三角形描述了不同事故年累计赔款的进展情况。为更清晰的展示累

计赔款的增长趋势，我们绘制了累计赔款进展曲线，如图 5.12 所示。从图中可以看出，累



79 

 

计赔款的进展并非是线性的，而是具有非线性增长模式，这正是我们应用非线性增长曲线

模型的依据之一。 

为了便于与后续建立的模型比较，下表报告了由链梯法得到的准备金的均值估计和

MSEP 估计①。 

      表 5.4 链梯法得到的准备金估计     单位：千元 

事故年 已付赔款 最终赔款 准备金 MSEP 

1 3901.5 3901.5 0.0 0.0 

2 5339.1 5433.7 94.6 71.8 

3 4909.3 5378.8 469.5 119.5 

4 4588.3 5297.9 709.6 131.6 

5 3873.3 4858.2 984.9 260.5 

6 3691.7 5111.2 1419.5 410.4 

7 3483.1 5660.8 2177.6 557.8 

8 2864.5 6784.8 3920.3 874.9 

9 1363.3 5642.3 4279.0 971.0 

10 344.0 4969.8 4625.8 1363.0 

总计 34358.1  53038.9  18680.9  2441.4  

5.3.2 单个增长曲线模型的贝叶斯估计 

Loglogistic 增长曲线模型中,先验分布超参数的取值如下： 

)3901463log(log 0=μ   0 0.00000001k =  

0 1 0.05v v= =  2
0 2σ =  2

1 2σ =  

各参数 Gibbs 抽样抽样的初始值如下： 

)3901463log(log =iult    log log(3901463)ult =  

2 4ultσ =   2 2σ =   log( , ) (0.1,0.1)w θ =  

参数 Gibbs 抽样初始值设定不作严格要求，只要在参数的合理区间内即可。Gibbs 抽样

的开始阶段是一个“热身”（warm-up）的过程，在这个热身过程中，随着循环次数的增多，

参数样本会逐渐从初始值向后验分布收敛。因此，热身阶段的样本与后验分布并不一致，

在 Gibbs 抽样完成之后，应将“热身”阶段的样本去掉，或者“烧毁”（burn-in），最后保留不

受初始值影响的 Gibbs 抽样样本。 

   借助 R 软件对备选模型中所涉及的 2 2
1,........ ,log log log , ,I ultult ult ult σ σ 和 log , logw θ 等参数

                                                              
①  利用 Chainladder包中的MackChainLadder（）函数可以得到这些结果。 
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进行仿真模拟，模拟次数为 10000 次①。下图所示为 loglogistic 增长曲线模型 logult 、 1logult 、

2
ultσ 和 log w的模拟。从图中可以看出，即使参数的初始值与后验分布的中心位置有较大的

差距，随着马氏链的不断更新， logult 也会逐渐向后验分布的中心位置转移，这个转移过

程就是 MCMC 模拟的热身阶段。这里，我们设置 warm-up 的长度为 1000，在图中用阴影

部分表示。在参数后验推断中，我们将舍弃这部分样本，只保留后续样本。整体来看，后

续的 9000 次样本轨迹没有明显的上升或下降趋势，表明马氏链达到平稳状态。这 9000 次

样本可以看做来自于后验分布的抽样样本，可直接用来进行参数后验推断。  

图 5.13 参数的更新轨迹 

除参数样本外，在模拟中还会得到未决赔款的样本。下图所示为当不考虑尾部进展因

子时，loglogistic 增长曲线模型下第 4 事故年（图 a）、第 6 事故年（图 b）、第 8 事故年（图

c）未决赔款以及总的未决赔款直方图（图 d），在每个直方图上方，我们添加了一条核密

度估计曲线，直方图或核密度曲线可看做是未决赔款的预测分布。通过预测分布的统计特

征值，如均值、标准差、分位数等（各图中已标出均值、5%分位数和 95%分位数等统计特

征），我们不仅能够得到相应的准备金估计值，还能对未决赔款的不确定性或者说准备金

风险进行度量。 

                                                              
①  本章 R程序代码可从 http://gaolei786.github.io/code/bma/下载。 
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（a） （b） 

（c） （d） 

图 5.14 loglogistic 增长曲线模型下未决赔款（截尾）预测分布 

          表 5.5 Loglogistic 增长曲线模型下未决赔款（截尾）分布特征   单位：千元 

事故年 准备金 标准差 5%分位数 中位数 95 分位数 

2 115.4 94.6 423.7 71.8 -545.3 95.2 840.6 

3 459.0 469.5 424.9 119.5 -212.7 445.8 1169.8 

4 1042.5 709.6 445.5 131.6 339.5 1020.7 1809.6 

5 1392.3 984.9 431.8 260.5 705.3 1379.8 2122.1 

6 1791.8 1419.5 453.0 410.4 1074.2 1771.0 2563.4 

7 2435.3 2177.6 503.8 557.8 1637.6 2418.3 3285.6 

8 3067.5 3920.3 520.4 874.9 2244.3 3049.8 3966.8 

9 4194.5 4279.0 515.9 971.0 3382.0 4167.5 5069.1 

10 4863.0 4625.8 528.3 1363.0 4039.4 4832.4 5772.0 

总计 19361.4 18680.9 1921.3 2441.4 16203.1 19351.7 22565.6 

表 5.5 报告了 Loglogitstic 增长曲线模型下各事故年未决赔款的统计特征值，包括均值、

标准差、分位数等。其中，未决赔款的均值即为准备金估计，未决赔款的标准差衡量了未

决赔款的波动程度,可看作是对准备金风险的度量。此外，表中还列出了 Mack 模型下各事

故年的准备金估计和预测均方误差。总体来看，Loglogistic 增长曲线模型的准备金估计略

高于 Mack 模型的结果，未决赔款的标准差低于 Mack 模型的结果，二者相差并不悬殊。

值得注意的是，Mack 模型仅能给出准备金估计和预测均方误差，而通过 Loglogistic 增长

曲线模型得到的信息则更为丰富，能够获得包括未决赔款均值和标准差在内的几乎所有统
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计特征值（如分位数），从而更充分地刻画准备金风险。 

下图所示为当考虑尾部进展因子时，loglogistic 增长曲线模型下第 4 事故年（图 a）、

第 6 事故年（图 b）、第 8 事故年（图 c）未决赔款以及总的未决赔款直方图。在每个直方

图上方，我们添加了一条核密度估计曲线，各图中还标出均值、5%分位数和 95%分位数等

统计特征，这样就可以对未决赔款的不确定性或者说准备金估计的风险进行度量。 

（a） 

 

（b） 

 

（c） 

 
（d） 

图 5.15 loglogistic 增长曲线模型下未决赔款预测分布 

         表 5.6 Loglogistic 增长曲线模型下未决赔款分布特征  单位：千元 

事故年 准备金 标准差 5%分位数 中位数 95%分位数 

1 2136.2 580.3 1224.0 2101.7 3139.3 

2 2372.4 745.9 1214.1 2354.1 3635.6 

3 2678.4 742.3 1523.3 2635.6 3940.0 

4 3371.5 793.5 2127.9 3348.8 4737.9 

5 3565.9 756.5 2386.0 3533.8 4855.8 

6 4061.4 816.5 2796.9 4015.9 5483.9 

7 4891.4 888.9 3504.0 4855.4 6413.3 

8 5520.4 909.0 4126.8 5478.3 7086.7 

9 6491.9 862.7 5153.2 6443.6 7991.6 

10 7017.7 844.5 5717.6 6964.6 8477.9 

总计 42107.3 5381.6 33564.2 42129.9 50997.3 

表 5.6 报告了考虑尾部进展因子时，Loglogitstic 增长曲线模型下各事故年未决赔款的

统计特征值，包括均值、标准差、分位数等。可见，当考虑尾部进展因子时，准备金估计
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值几乎是不考虑尾部进展因子时的两倍。因此，是否考虑尾部进展因子需要精算师的审慎

考虑。 

在这一小节，我们分两种情况讨论了在 Loglogistic 曲线模型结构下的准备金估计，即

不考虑尾部进展因子时和考虑尾部进展因子时的准备金估计。类似地，我们也可以在这两

种情形下，讨论在 Weibull 增长曲线模型结构下的准备金估计。在下一小节，我们将间接

给出 Weibull 增长曲线模型的估计结果，所以为了节省篇幅，这里不再重复。 

5.3.3 两个增长曲线模型的贝叶斯模型平均 

Loglogistic 增长曲线模型下各参数的后验均值为： 

* *
1log ,........log {15.60976,15.85468,15.83785,15.88560,15.81816,Iult ult =  

15.85969,15.93543,15.93629,15.87166,15.80603} 

*log 15.84183ult =  

2{ } 0.02193477ultσ ∗ =  

2{ } 0.004657048σ ∗ =  

* *log , log {0.2775962,1.5781060}w θ =  

在参数的后验均值处，Loglogistic 增长曲线模型对数先验密度的取值为： 

* * 2 2 * *
1log( (log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log )) 22.20366I ultp ult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ = −  

对数似然函数的取值为： 

* * 2 2 *
1log( ( | log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log )) 54.72542I ultp D ult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ =  

对数后验密度的取值为： 

* * 2 2 *
1log( (log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log | )) 42.62777I ultp ult ult ult w Dσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ =  

根据基础边际似然恒等式，Loglogistic 增长曲线模型边际似然的取值为： 

22.20366 54.72542 42.62777 10.106
1( | )p D M e e− + − −= =  

Weibull 增长曲线模型下各参数的后验均值为： 

* *
1log ,........log {15.28463,15.52554,15.50548,15.55135,15.48338,Iult ult =  

                       }47311.15,54518.15,60859.15,60456.15,52610.15  
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log 15.5111ult∗ =  

2{ } 0.02172379ultσ ∗ =  

2{ } 0.00444365σ ∗ =  

* *log , log (0.2377815,1.4194950)w cθ =  

在参数的后验均值处，Weibull 增长曲线模型对数先验密度的取值为： 

* * 2 2 * *
1log( (log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log )) 22.60809I ultp ult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ = −  

对数似然函数的取值为： 

* * 2 2 *
1log( ( | log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log )) 56.53525I ultp D ult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ =  

对数后验密度的取值为： 

* * 2 2 *
1log( (log ,........log , log ,{ } ,{ } , log , log | )) 43.35839I ultp ult ult ult w Dσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ =  

根据基础边际似然恒等式，Weibull 增长曲线模型边际似然的取值为： 

22.20366 54.72542 42.62777 9.431224
2( | )p D M e e− + − −= =  

利用（5.6）式可得两个备选模型的后验概率： 

3374.0
5.0431224.95.0106.10

5.0106.10
)|1( =

×−+×−
×−

=
ee

eDMp  

6626.0
5.0431224.95.0106.10

5.0431224.9
)|2( =

×−+×−
×−

=
ee

eDMp  

Loglogistic 增长曲线模型的后验概率为 33.74%，Weibull 增长曲线模型的后验概率为

66.26%。虽然 Weibull 增长曲线模型比 Loglogistic 模型的后验概率略高，但是两者差异并

不悬殊，这正是准备金评估模型存在不确定性（Model Uncertainty）的体现。在这种情况

下，只挑选后验概率最大的模型（Weibull 模型）而完全忽视后验概率较低的模型（Loglogistic

模型）进行分析就有失偏颇，毕竟 Loglogistic 也具有一定的可信性（超过 30%的后验概率

就说明了这一点），因此，适当的做法是利用后验概率对两个模型的结果进行加权平均。 

首先，在不考虑尾部进展因子情形下，利用后验概率对两种增长曲线模型的未决赔款

预测分布进行加权，所得结果如下图所示。作为展示，这里只列出了第 4 事故年（图 a）、

第 6 事故年（图 b）、第 8 事故年（图 c）未决赔款，以及总未决赔款（图 d）预测分布的

加权情况。其中，短虚线表示 Loglogistic 增长曲线模型未决赔款的预测分布，点虚线表示
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Weibull 增长曲线模型未决赔款的预测分布，实线则表示两种模型加权平均之后的未决赔款

预测分布。从图中可以看出，两种模型下未决赔款分布的位置具有一定差异。具体而言，

Loglogistic 曲线模型的未决赔款中心位置在 Weibull 曲线模型的右侧，而经过加权之后的未

决赔款分布的中心位置则位于这两个模型之间，这一点在总未决赔款预测分布图 d 中表现

极为明显。这表明，由 Loglogistic 曲线模型得到的准备金要大于 Weibull 模型的结果，而

贝叶斯模型平均之后的准备金位于这两个模型的结果之间。 

 
（a） 

 
（b） 

 

（c） 

 
（d） 

图 5.16 BMA 方法得到的未决赔款的预测分布 

以上几点观察可以用数据进行验证。下表报告了不考虑尾部进展因子情形时，两个备

选模型各事故年未决赔款的统计特征，以及经过贝叶斯模型平均之后的结果。可以发现，

由 Loglogistic 曲线模型得到的各事故年准备金（包括总的准备金）无一例外地大于 Weibull

曲线模型的结果，而贝叶斯模型平均得到的准备金估计则位于这两个模型的结果之间，表

明贝叶斯模型平均算法可以在一定程度均衡考虑每个模型的结果，也恰恰体现了贝叶斯模

型平均的本质及其优势。另外，由贝叶斯模型平均方法得到的未决赔款的标准差（2191.735）

大于两个备选模型的结果（Loglogistic：1921.303；Weibull,1929.625），这正是由模型不确

定性对准备金风险的影响导致的。 

表 5.7 各事故年以及总未决赔款（截尾）的分布特征数据表  单位：千元 

事故年 Loglogistic 增长曲线模型 Leibull 增长曲线模型 贝叶斯模型平均 
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准备金 标准差 准备金 标准差 准备金 标准差 

2 115.4381 423.6905 -117.049 403.5073 -38.9719 426.0777 

3 459.0171 424.8535 213.4151 402.928 293.762 424.2886 

4 1042.546 445.4981 775.0662 423.3644 865.1856 449.0252 

5 1392.26 431.8146 1139.946 409.1398 1223.715 432.0263 

6 1971.84 452.0363 1534.946 431.1415 1622.288 455.5509 

7 2435.347 503.804 2173.199 478.7098 2263.135 503.2318 

8 3067.514 520.3893 2822.483 494.8373 2905.991 516.757 

9 4194.492 515.884 3971.357 489.0373 4046.374 510.7378 

10 4862.961 528.3086 4621.731 497.5556 4703.883 521.3853 

总计 19361.42 1921.303 17134.5 1929.625 17893.28 2191.735 

然后，在考虑尾部进展因子情形下，利用后验概率对两种增长曲线模型的未决赔款预

测分布进行加权，所得结果如图 5.17 所示。这里只列出了第 4 事故年（图 a）、第 6 事故年

（图 b）、第 8 事故年（图 c）未决赔款，以及总未决赔款（图 d）预测分布的加权情况。

其中，短虚线表示 Loglogistic 增长曲线模型未决赔款的预测分布，点虚线表示 Weibull 增

长曲线模型未决赔款的预测分布，实线则表示两种模型加权之后的未决赔款预测分布。从

图中可以看出，两种模型下未决赔款分布的位置具有显著差异，具体来说，由 Loglogistic

曲线模型得到的准备金要显著大于 Weibull 模型的结果，这意味着，选择不同的模型会对

最后的准备金评估造成重大影响。在这种情况下，仅考虑单个模型必然会增大风险，贝叶

斯模型平均更有其必要性。正如图中所示，贝叶斯模型平均后的未决赔款分布的中心位置

位于这两个模型之间，表明贝叶斯模型平均算法可以在一定程度均衡考虑每个单一模型的

结果，这体现了贝叶斯模型平均的优势。 

同样，上述几点观察可以用数据进行验证。下表报告了考虑尾部进展因子情形时，两

个备选模型各事故年未决赔款的统计特征，以及经过贝叶斯模型平均之后的结果。可以发

现，由 Loglogistic 曲线模型得到的各事故年准备金（包括总的准备金）无一例外地显著大

于 Weibull 曲线模型的结果，Loglogistic 曲线模型的准备金估计（42107.31）几乎是 Weibull

曲线模型（20550.88）的两倍多。贝叶斯模型平均得到的准备金估计（27830.15）则位于

这两个模型的结果之间，表明贝叶斯模型平均算法可以在一定程度均衡考虑每个模型的结

果。另外，由贝叶斯模型平均方法得到的未决赔款的标准差（10921.38）大于两个备选模
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型的结果（Loglogistic：5381.567；Weibull：2838.919），这是由于考虑了模型不确定性造

成的。 

 

图 5.17 BMA 方法得到的未决赔款的预测分布 

表 5.8 各事故年以及总未决赔款的分布特征数据表           单位：千元 

事故年 
Loglogistic 增长曲线模型 Weibull 增长曲线模型 贝叶斯模型平均 

准备金 标准差 准备金 标准差 准备金 标准差 

1 2136.237 580.3215 459.1089 360.6 1090.215 908.7643 

2 2372.446 745.8188 208.158 463.5225 942.5756 1175.426 

3 2678.436 742.2835 531.2988 462.1979 1268.455 1169.325 

4 3371.505 793.4977 1107.98 491.7428 1872.089 1237.909 

5 3565.941 756.4977 1447.452 468.9227 2154.832 1150.733 

6 4061.38 816.5268 1859.999 509.4264 2606.324 1212.457 

7 4891.407 888.858 2529.67 557.8049 3330.624 1309.468 

8 5520.369 909.0391 3174.244 569.8271 3968.971 1318.259 

9 6491.92 862.7052 4301.564 549.1373 5043.066 1226.107 

10 7017.633 844.478 493.403 546.1368 5623.212 1189.656 

总计 42107.31 5381.567 20550.88 2838.919 27830.15 10921.38 
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5.4 本章小结 

以往的研究，较多关注构建非寿险准备金评估模型，并对模型的参数和准备金进行估

计，继而对准备金风险进行度量。然而，鲜有文献研究模型之间的比较，也很少有研究关

注选择不同的模型可能对准备金估计乃至准备金风险产生的影响。本章研究了两种不同准

备金评估模型—Loglogistic 增长曲线模型和 Weibull 增长曲线模型—的准备金估计和风险

度量问题，并创新性地提出利用贝叶斯模型平均方法对两个模型的结果进行加权平均，不

仅得到了综合两个模型结果的准备金估计值，而且还得到了模型不确定性视角下的准备金

风险度量值。 

    本章研究发现，在不考虑尾部进展因子时，两种增长曲线模型所得的准备金估计结果

比较接近，而考虑尾部进展因子时，两种增长曲线模型所得的准备金估计结果明显不同。

因此，谨慎地对两种模型进行综合就非常重要。利用贝叶斯模型平均方法对这两模型进行

分析，发现两种增长曲线模型的后验概率相差并不悬殊，表明模型不确定性确实存在，这

意味着，舍弃其中一个模型而只选择单一模型并不妥当。利用模型后验概率对两模型的准

备金估计结果进行加权平均，所得的准备金估计结果介于这两种模型的结果之间，这为精

算师进行准备金评估提供了一种科学的模型综合方法。我们还发现，由贝叶斯模型平均方

法得到的未决赔款的预测分布的离散特征，与单个模型相比，一般都较大，这体现了模型

不确定性对准备金评估风险的影响。 
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第 6 章  总结与展望 

6.1 研究成果总结 

本论文主要研究成果可总结为以下几个方面： 

第一，以风险为导向的偿付能力监管体系要求对保险公司的风险进行全面、精细地度

量，准备金风险作为保险风险的重要组成部分，其准确计量是非寿险精算学界面临的新挑

战。本文结合已有的非寿险准备金评估模型与方法，围绕四个方面的问题（非寿险一年期

准备金风险度量、残差相关条件下的非寿险准备金风险度量、赔款数据相关条件下非寿险

准备金风险度量、考虑模型不确定性对非寿险准备金风险的影响）逐层推进，系统地开展

了非寿险准备金度量模型与方法的研究，最后得出了一些有价值的研究结论。 

第二，本文研究四种情形下非寿险准备金风险的度量问题。每一章均附有实证研究，

详细给出了利用 Bootstrap、MCMC 等随机模拟方法得到赔付进展结果或未决赔款的预测

分布的步骤，并将随机模拟方法的结果与数理推导的解析解进行比较，发现通过随机模拟

方法得到的预测分布能更全面地度量风险，将非寿险一年期准备金风险和未决赔款不确定

性对比，得出非寿险一年期准备金风险更能反映保险公司面临的真实风险的结论。 

第三，本文深入考虑了相关结构对非寿险准备金风险的影响，这里相关包括模型拟合

残差相关和赔款数据相关。针对残差相关，本文采用可视化分析技术，展示残差相关结构，

并利用多重假设检验和错误发现率控制过程进行定性统计检验，最后创新性地提出了分区

域两阶段 Bootstrap 方法。针对数据相关，本文借鉴空间统计学的模型和方法，构建了既能

反映赔款数据过离散特征，还能反映增量赔款相关性，特别是相邻事故年、进展年赔款数

据相关性的条件自回归泊松模型，最后利用贝叶斯 MCMC 方法对参数进行估计。 

第四，本文富有特色的研究是考虑模型不确定性对非寿险准备金风险的影响。本章研

究了两种不同准备金评估模型—Loglogistic 增长曲线模型和 Weibull 增长曲线模型—的准

备金估计和风险度量问题，并创新性地提出利用贝叶斯模型平均方法对量个模型的结果进

行加权平均，不仅得到了综合两个模型结果的准备金估计值，而且还得到了考虑模型不确

定性后的准备金风险度量值。 

6.2 进一步的研究方向 

本论文进一步研究方向可概括为： 

第一，考虑案件数信息对非寿险准备金风险的影响。本文研究均基于赔款数据信息，



90 

 

包括增量赔款数据和累计赔款数据，而忽略了案件数信息。在实际中，案件数这一信息会

对准备金评估结果和准备金风险度量值产生重要影响。为此应研究设计一种准备金风险度

量方法，将赔款数据信息、案件数信息考虑进来，使准备金风险的度量更加全面准确。 

第二，考虑不同险种业务相关性对非寿险准备金风险的影响。本文研究均基于一组赔

款流量三角形数据，这些数据来自于保险公司的一个险种业务。事实上，保险公司往往同

时开展多个险种业务，这些业务之间可能具有相关性，如车辆责任保险和一般责任险中的

人身伤害，两个业务线的赔款数据就具有正的相关性。为将多个险种业务相关性融入到非

寿险准备金风险度量中来，不仅要理解非寿险准备金风险度量的模型与方法，还应掌握多

元索赔准备金评估方法，将两者有机结合才可更好地研究相关业务情形下的非寿险准备金

风险度量问题。 

第三，考虑异常观测值对非寿险准备金风险的影响。本文假定赔款数据为正常数据，

但在精算实务中，财务人员在记录、整理和报告赔款数据过程中，可能会存在小数点输入

错位等原因导致的记录错误，导致赔款流量三角形中的某个数据明显大于或小于其他观测

数据，这种数据就被称为异常观测数据。当流量三角形里含有异常观测数据时，仍然采用

已有的准备金风险度量方法会导致错误的风险度量值。为此，需要设计一种稳健的准备金

风险度量方法，消除异常观测值带来的影响，使准备金风险度量值接近于没有异常观测情

况下的结果。 
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附录 

附录 A MCMC 方法直观实例 

MCMC 方法实质上是利用马尔可夫链进行蒙特卡洛模拟。它可以分解成两个 MC：前

一个 MC 是马尔可夫链 （Markov Chain），后一个 MC 是蒙特卡洛方法 （Monte Carlo）。

我们按照蒙特卡洛方法、马尔可夫链和 Metropolis-Hastings 算法的次序来介绍 MCMC 方法

的直观性实例。 

（1） 蒙特卡洛方法（Monte Carlo） ：圆周率π 的估计 

一般来说，蒙特卡洛方法可以粗略地分成两类：一类是所求解的问题本身具有内在的

随机性，借助计算机的运算能力可以直接模拟这种随机的过程。例如在核物理研究中，分

析中子在反应堆中的传输过程。中子与原子核作用受到量子力学规律的制约，人们只能知

道它们相互作用发生的概率，却无法准确获得中子与原子核作用时的位置以及裂变产生的

新中子的行进速率和方向。科学家依据其概率进行随机抽样得到裂变位置、速度和方向，

这样模拟大量中子的行为后，经过统计就能获得中子传输的范围，以此作为反应堆设计的

依据。 

蒙特卡洛方法另一种类型是所求解问题可以转化为某种随机分布的数字特征值，比如

随机事件出现的概率，或者随机变量的期望值。通过随机抽样的方法，以随机事件出现的

频率估计其概率，或者以样本的数字特征估算随机变量的数字特征，并将其作为问题的解。

这种方法多用于求解复杂的多维积分问题。: 

例如，假设我们要计算一个不规则图形的面积，那么图形的不规则程度和分析性计算

（比如，积分）的复杂程度是成正比的，与利用定积分方法计算不规则图形的面积的方法

（任意细分后求和再取极限得到精确值）不同。蒙特卡洛方法基于这样的简单直观思路：

假想你有一袋豆子，把豆子均匀地朝这个图形上撒，然后数这个图形之中有多少颗豆子，

这个豆子的数目就近似代表图形的面积。当你的豆子越小，撒的越多的时候，结果就越精

确。借助计算机程序可以生成大量均匀分布坐标点（代替豆子），然后统计出图形内的点

数，通过它们占总点数的比例和坐标点生成范围的面积就可以求出图形面积①。 

利用蒙特卡洛方法，可以非常简便的近似计算圆周率π ：在一个边长为单位 1 的正方

形内，画出一个半径为 1 的 1/4 圆，如图 2.1。 

                                                              
①  程序代码网址：http://gaolei786.github.io/code/mcmc/ 
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图 A.1 利用蒙特卡洛方法计算圆周率 

向正方形内随机投点，设总投点数为 N，统计在圆内的点数，用 n 表示。则 n 与总点

数 N 的比值就近似等于 1/4 圆的面积（π /4）和正方形面积（1）之比，即π /4，所以π 约

等于 4n/N。 

我们让计算机来模拟上述随机投点过程。首先，每次随机生成两个服从均匀分布的 0

到 1 之间的随机数，设为 x 和 y，分别以这两个随机数 x 和 y 为横纵坐标，就得到了图中

的一个随机投点。然后，判断这个点是否在圆内，固定 x，只需判别 y 是否小于或等于 21 x−

即可。最后，生成 N 个这样的随机点，加总圆内的点的总数 n，计算 4n/N 即可。当随机点

N 取得越大时，其结果越接近于圆周率（当投点达到 3 万次时，用蒙特卡洛方法可以得到π

约等于 3.1436）。 

（2） 马尔可夫链 （Markov Chain） ：股市的表现 

理解了蒙特卡洛方法的基本思路，我们再看马尔可夫链及其平稳分布的相关理论。 

马尔可夫链（以下简称马氏链）的定义如下： 

)|(),,|( 111 ttttt XXPXXxXP +−+ == L  

简单来说，即马氏链的下一个状态只依赖于当前状态，而与已经过去的状态没有关系。

它是介于独立和相关之间的一种理想形式，例如，在研究时间序列时，为了便于分析，我

们希望昨天、今天和明天表示的三种随机状态（或变量）完全独立，但实际上可能它们完

全相关，变量之间相互独立太理想，完全相关又太复杂，马氏链进行了简化，假设明天只

与今天相关，而与昨天无关（独立），换句话说，即在马氏链过程中，在给定当前知识或

信息的情况下，只有当前的状态用来预测将来，过去（即当前以前的历史状态）对于预测

将来（即当前以后的未来状态）是无关的。 

下面以来自 wikipedia 的例子来说明马氏链及其平稳性：假设股票市场在一周内的表现
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有三种可能状态：熊市（bear market）——状态 1、牛市（bull market）——状态 2 和平衡

市（stagnant market）——状态 3。股市行情的转化如图 A.2 所示。 

 
图 A.2 马氏链三种状态转移示意 

由图 A.2 可见，如果当前股市为牛市，则下周为熊市的概率为 7.5%，为平衡市的概率

为 2.5%，依然为牛市的概率为 90%，其他行情转化与之类似，则该马氏链的一步转移概率

矩阵为： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5.025.025.0
05.08.015.0

025.0075.09.0
P  

我们考虑三种初始情况：当前行情为牛市、当前行情为熊市和当前行情为平衡市，它

们对应的初始概率分布为： )0,0,1(0 =π 、 )0,1,0(0 =π 和 )1,0,0(0 =π 。分析在这三种情况下股

市行情在未来 30 个星期之内的转移变化情况，如图 A.3。 

 
（a） 初始状态为牛市 

 
（b） 初始状态为熊市 

 
（c） 初始状态为平衡市 

图 A.3 马氏链的平稳分布 

我们发现，从第 20 周开始，三种情况下分布都开始收敛。最为奇特的是，不论初始

状态是三种行情中的哪一种，最终都会收敛到平稳概率分布 )063.0,312.0,625.0(=π ，也就

是说，收敛行为与初始状态无关，收敛行为主要是由概率转移矩阵 P 决定的。 

所有的 MCMC 方法均以马氏链定理为理论基础。根据马氏链定理，满足一定条件的

马氏链的转移序列会形成一个具有平稳分布的样本，一个自然的想法是，如果我们想获得
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某个分布（称为目标分布）的样本，我们是不是可以设计一个马氏链（其平稳分布为目标

分布），然后采集这个马氏链的转移序列来作为目标分布的随机样本呢？答案是肯定的！ 

（3） Metropol-Hastings（M-H）算法:“千岛湖植物考察” 

为了更加生动形象地说明 Metropol-Hastings（M-H）算法，我们用“千岛湖植物考察①”

为例来进行说明。 

某旅游风景点“千岛湖”由大大小小上千个岛组成，湖面开阔，一碧万顷，岛屿棋布；

大岛如山，小岛如船，个个清脆欲滴，像一块块半浸在湖中的碧玉。千岛湖风景区植物种

类非常丰富，一位植物学家要去各小岛进行植物考察研究。他考察的时间安排是依据各岛

上植物的种类数来确定，植物种类数多的岛屿考察时间长，植物种类数少的岛屿的考察时

间短。 

但是，考察之前，植物学家并不清楚各个岛的植物种类数，甚至不知道一共有多少个

岛。所以他不能事先确定留在每一个岛上的天数，也无法得知在各岛考察时间占总考察时

间的比率——考察时间分布。如何帮助这位植物学家安排在各岛的行程路线和考察时间

呢？为了用图形进行直观介绍，我们将岛屿简化为 9 个，并假设岛屿一字排开（如图 A.4

中的 a），植物学家来到某一个岛后，不仅可以问该岛的管理者岛上的植物种类数，还可以

问到其相邻岛的植物种类数。 

 
图 A.4  a:目标分布;  b:行动轨迹;    c:频数分布 

精通 MCMC 的统计学者向植物学家建议用 M-H 算法的思想，通过“两步随机试探法”

来决定他的考察路线和停留时间。植物学家到达某个岛后，由于岛是一字排开，所以他面

临三种选择（三个状态）：一是继续停留在岛上（保持原状态），二是到临近左面岛屿（转

移到前状态），三是到临近右面岛屿（转移到后状态）。这三种状态可以转化为两种随机选

择：一是去或留，二是左或右。但 M-H 算法突破常理，用“逆向思维”来确定选择过程，先

确定左或右，再决定去或留（究其原因，可能是先基于左或右岛的情况，再与当前岛比较，

                                                              
①  本例受 John K. Kruschke（2011）Doing Bayesian Data Analysis: A Tutorial with R and BUGS书中“总统候选人巡岛演讲拉选

票”章节启发。 
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最后决定是走还是留）。“两步随机试探法”的具体实施过程如下： 

第一步——随机确定方向——向左还是向右：植物学家在某个岛屿上（假设在第 5 个

岛）的考察时，他就“可能”会计划前往邻近岛屿（第 4 个岛或第 6 个岛），那到底是向左还

是向右呢？这位植物学家通过随机掷一枚均匀硬币来决定，如果硬币为正面，他计划向左

去第 4 个岛，如果硬币为反面，则他计划向右去第 6 个岛。 

第二步——基于第一步的信息，部分随机确定意愿——出发还是停留：现在假设第一

步硬币为正面，根据第一步规则，植物学家应该计划“可能”向左去第 4 个岛。但他是“可能”

去，也“可能”不去。如何确定呢？统计学者给出的策略是，从当前岛（第 5 个岛）的管理

者那里，可以得到目标岛（左面第 4 个岛）的植物种类数，比较目标岛和当前岛的植物种

类数量，决定是否出发。 

如果目标岛的植物种类数比所处当前岛的植物种类数多，那么植物学家就一定前往目

标岛进行考察研究；如果目标岛的植物种类数比所处当前岛的少，那么植物学家又需要“另

外一步随机试探法”来确定意愿——依概率出发或是停留。 

什么是依概率出发呢？举例说明，我们假设目标岛有 150 种植物，而所处当期岛有 200

种植物，则去往目标岛的概率就为 0.75（150/200），继续留在当期岛的概率为 0.25（1-0.75）。

那么植物学家到底出发还是停留呢？似乎还没有确切答案，此时的随机判断方法是：在地

上画一条 1 米长的线段，然后随机向该线段内投一个石子，如果石子落在 0 和 0.75 米之间，

则他就出发去目标岛考察研究；如果石子落在 0.75 和 1 之间，则他继续留在当前岛。 

以上植物学家的随机试探方法本质上就是马氏链的转移矩阵，那么该植物学家设计的

马式链的平稳分布（各个岛屿的考察研究的时间分布）是否与其目标分布（即各个岛屿的

植物种类数分布）相同呢？我们用 R 软件来模拟结果①。 

图 A.4 中的 a 显示出各个岛的相对植物种类数，这也是政客在各个岛屿逗留时间的目

标分布。图A.4中的 b 显示出这位植物学家按照前述“两步随机试探法”进行了 5000次转移，

转移轨迹如图所示。注意图 A.4 中的 b 的移动轨迹，第一天，这位植物学家在最中间的岛

即第 5 个岛上，第 2 天它仍然停留在第 5 个岛屿上，第 3 天他转移到了第 4 个岛屿上，第

4 天他转移到了第 3 个岛屿上，第 5 天他又回到了第 4 个岛屿上……。图 A.4 中的 c 显示

在各个岛屿植物考察研究的频数直方图，可以看出，各岛屿被考察的相对频数与图 A.4 中

的 a 显示出各个岛的相对植物种类数相似，两图走势是一样的，这也说明，植物学家设计

的马式链的平稳分布与目标分布相同。 
                                                              
①  程序代码网址：http://gaolei786.github.io/code/mcmc/ 
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上述过程反映了 M-H 算法抽取样本的基本原理。“千岛湖植物考察”的例子只是 M-H

算法的一种特殊情况：目标分布是一维离散分布，建议分布也是离散的，分别以 0.5 的概

率建议向左或向右移动。M-H 算法更一般的是研究高维连续型分布，建议分布也更复杂，

但实质与此例是相同的。 

附录 B 后验分布密度的求解方法 

( | )p D∗Θ 是在 ∗Θ 处后验分布密度的取值。假设模型参数在后验均值处的取值为 

2 2
1(log , , log , log ,{ } ,{ } , log , log )I ultult ult ult wσ σ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗Θ = L 。 

按照条件概率的公式， ( | )p D∗Θ 可以展开如下： 

* 2 2
1

* * * *
1 1

2 * *
1

2

( | ) (log , , log , log ,{ } ,{ } , log , log | )

(log ,........log | ) (log | , log ,........log )

({ } | , log ,........log , log )

({ } | , log

I ult

I I

ult I

p D p ult ult ult w D

p ult ult D p ult D ult ult

p D ult ult ult

p D u

σ σ θ

σ

σ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗

∗

Θ =

= ×

×

×

L

* * 2
1

* * * * 2 2
1

,........log , log ,{ } )

(log , log | , log ,........log , log ,{ } ,{ } )
I ult

I ult

lt ult ult

p w D ult ult ult

σ

θ σ σ

∗ ∗

∗ ∗ ∗×

 

上式把复杂联合分布拆成了几个简单条件分布的乘积。就第一个乘积因子
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1(log ,........log | )Ip ult ult D 而言，可进行如下变形： 
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其 中 ， ( ) 2( ) 2( ) ( ) ( )log , , , log , logg g g g g
ultult wσ σ θ 是 来 自 后 验 分 布

2 2(log , , , log , log | )ultp ult w Dσ σ θ 的样本，而在上一小节我们已经介绍了利用 Gibbs 采样抽取

该 后 验 分 布 样 本 的 方 法 。 因 此 通 过 上 述 变 形 ， 我 们 就 把 求 解 后 验 密 度

* *
1(log ,........log | )Ip ult ult D 的复杂问题，转化为计算样本均值的简单问题。 

按照相同的思路将第二个乘积因子 * *
1(log | , log ,........log )Ip ult D ult ult∗ 变形： 
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* *
1

* * * 2 2
1

2 2 * * 2 2
1

* *
1

(log | , log ,........log )

(log | , log ,........log , , , log , log )

( , , log , log | , log ,........log ) , , log , log
1 (log | , log ,........lo

I

I ult

ult I ult

p ult D ult ult

p ult D ult ult w

p w D ult ult d w

p ult D ult
G

σ σ θ

σ σ θ σ σ θ

∗

=

×

≈

∫

* 2( ) 2( ) ( ) ( )
1

g , , , log , log )G g g g g
I ultult wσ σ θ∑

 

     其 中 ， 2( ) 2( ) ( ) ( ), , log , logg g g g
ult wσ σ θ 是 来 自 后 验 分 布

2 2 * *
1( , , log , log | , log ,........log )ult Ip w D ult ultσ σ θ 的 样 本 。 需 要 注 意 的 是 ， 后 验 分 布

2 2 * *
1( , , log , log | , log ,........log )ult Ip w D ult ultσ σ θ 是一个条件后验分布。为得到该后验分布的样

本需要对上一小节介绍 Gibbs 采样进行修改： * *
1log ,........log Iult ult 是确定的值，所以在 Gibbs

采样过程中，需要把第 2 步抽取 1log ,........log Iult ult 去掉，其他步骤不变。最终，我们把求

解后验密度 * *
1(log | , log ,........log )Ip ult D ult ult∗ 的复杂问题，转化为计算样本均值的简单问

题。 

    同样，可将第三个乘积因子 2 * *
1({ } | , log ,........log , log )ult Ip D ult ult ultσ ∗ ∗ 变形如下： 

2 * *
1

2 * * 2
1

2 * * 2
1

2 *
1

({ } | , log ,........log , log )

({ } | , log ,........log , log , , log , log )

( , log , log | , log ,........log , log ) , log , log
1 ({ } | , log ,.

ult I

ult I

I

ult

p D ult ult ult

p D ult ult ult w

p w D ult ult ult d w

p D ult
G

σ

σ σ θ

σ θ σ θ

σ

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

=

×

≈

∫

* 2 ( ) ( ) ( )
1

.......log , log ,{ } , log , log )G g g g
Iult ult wσ θ∗∑

 

其 中 ， 2 ( ) ( ) ( ){ } , log , logg g gwσ θ 是 来 自 后 验 分 布

2 * *
1( , log , log | , log ,........log , log )Ip w D ult ult ultσ θ ∗ 的 样 本 。 后 验 分 布

2 * *
1( , log , log | , log ,........log , log )Ip w D ult ult ultσ θ ∗ 是一个条件后验分布，为得到该后验分布

的样本需要对上一小节介绍 Gibbs 采样进行修改： * *
1log ,........log Iult ult 以及 logult∗是确定的

值，所以在 Gibbs 采样过程中，需省略掉第 2 步抽取 1log ,........log Iult ult 和第 3 步抽取 logult

的过程，其他步骤不变。这样，我们把求解后验密度 2 * *
1({ } | , log ,........log , log )ult Ip D ult ult ultσ ∗ ∗

的复杂问题，转化为计算样本均值的简单问题。 

类似地，可将第四个乘积因子 2 * * 2
1({ } | , log ,........log , log ,{ } )I ultp D ult ult ultσ σ∗ ∗ ∗ 变形如下： 
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2 * * 2
1

2 * * 2
1

* * 2
1

2

({ } | , log ,........log , log ,{ } )
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p w D ult ult ult d w
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G

σ σ

σ σ θ

θ σ θ

σ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

=

×

≈

∫

* * 2 ( ) ( )
11

og ,........log , log ,{ } , log , log )G g g
Iult ult ult wσ θ∗ ∗∑

 

其 中 ， ( ) ( )log , logg gw θ 是 来 自 后 验 分 布

* * 2
1(log , log | , log ,........log , log ,{ } )I ultp w D ult ult ultθ σ∗ ∗ 的 样 本 ， 后 验 分 布

* * 2
1(log , log | , log ,........log , log ,{ } )I ultp w D ult ult ultθ σ∗ ∗ 是一个条件后验分布，为得到该后验分

布的样本需要对上一小节介绍 Gibbs 采样进行修改： * *
1log ,........log Iult ult 、 logult∗以及

2{ }ultσ ∗等均是确定的值，在 Gibbs 采样过程中，需要省略第 2 步抽取 1log ,........log Iult ult 、

第 3 步抽取 logult 和第 4 步抽取 2
ultσ 的过程。最终，我们把求解后验密度

2 * * 2
1({ } | , log ,........log , log ,{ } )I ultp D ult ult ultσ σ∗ ∗ ∗ 的复杂问题，转化为计算样本均值的简单问

题。 

附录 C 本文数据及程序资源 

本文部分章节涉及数值计算，为此作者采用 R 软件进行编程。得益于 R 软件的免费、

开源和分享特点，复杂的统计模型或方法均可在 R 软件中快速实现，R 软件是本文研究的

良师益友。另外，考虑到贝叶斯模型的特点，本文还使用 BUGS 类软件程序（WinBUGS、

OpenBUGS 等）进行 MCMC 模拟，对贝叶斯模型的参数进行估计。 

为使学术交流更加方便，本文涉及的程序与数据均在开源社区 Github 上共享。在每章

实证研究部分，给出数据和程序的下载地址，欢迎读者下载使用。不论是实务中对准备金

风险感兴趣的精算师，还是学界关注准备金风险的研究人员，都可以利用这些程序快速实

现本文的模型和方法，从而避免 “重复制造轮子”的窘境。各章节程序地址汇总如下： 
（1）博士论文中数据及程序（总）：http://gaolei786.github.io/code/ 
（2）第二章数据及程序代码：http://gaolei786.github.io/code/reserve_risk/ 
（3）第三章数据及程序代码：http://gaolei786.github.io/code/block_boot/ 
（4）第四章数据及程序代码：http://gaolei786.github.io/code/car/ 
（5）第五章数据及程序代码：http://gaolei786.github.io/code/bma/ 
（6）附录 A 程序代码：http://gaolei786.github.io/code/mcmc/ 
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（CCISSR）:,2013:14. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



107 

 

后记 

时光总在不经意间流走，一转眼，这已经是来天财第五个年头了。蓦然回首，五年时

光的点点滴滴历历在目，无论欢乐还是痛苦，无论成功还是失意，无论顺境还是逆境，都

将成为人生中的一段风景。这一路走来，对于帮助我，关心我的老师和同学，我想借此机

会，对你们说一声真诚的感谢。 

我能够顺利地完成博士学业，首先要感谢我的授业恩师刘乐平教授。刘老师通过各种

渠道为我提供发展平台，使我迅速成长。在生活上，刘老师划出自己的经费，连续三年为

我提供资助，使我免除后顾之忧，刘老师还为我安排独立的办公室，让我拥有安静的学术

研究环境；在教学实践方面，刘老师让我主讲 MCMC、R 软件等课程，给我锻炼的机会；

在研究上，刘老师安排我参加学校创新基金、科研资助计划等，指导并鼓励我发表专业学

术论文；在对外交流方面，刘老师带领我参加各种学术会议，例如北大赛瑟论坛，中国风

险管理与精算论坛，IME 国际会议等，另外刘老师还资助我参加了各大高校的暑假短期课

程，如北大统计科学中心高维统计短期课程（2013），华东师大统计学院暑期学校（2014

和 2015），我从这些培训交流中受益匪浅。感谢刘老师为我的发展所付出的辛苦，当我踏

进天财园时，从未想过自己能够以博士毕业，是刘老师给了我这样一个机会，现在想来这

真是命运的馈赠！在此，我郑重地向刘老师致以诚挚的敬意和衷心的感谢！希望刘老师身

体健康，桃李满天下！ 

其次，我的博士论文的顺利完成，要感谢天津财经大学硕博连读项目的支持，感谢研

究生院“研究生科研资助计划（2014,2015）”的资助。感谢天津财经大学研究生院负责研究

生培养工作的各位老师，感谢你们多年来为学生发展的持续付出，你们辛苦了！ 

从学生公寓到干训宿舍，在财大生活五年。在天财园，日月流转，不变的是同学们的

真诚陪伴。在这里我感谢我的研究生宿舍舍友和博士宿舍舍友，你们带给我欢乐，也容忍

我不足，包容我缺点。我感谢我的朋友骆新珍，人们常说没有朋友的生活就像没有绿洲的

沙漠！同时我还要感谢同门师兄师姐师弟师妹，感谢同级博士同学，遇到困难的时候，总

有你们在身边，给予我支持鼓励。这里，我特别感谢卢志义师兄，感谢师兄在我求职过程

中给予的莫大帮助。 

最后，感谢我的爸爸妈妈，20 多年来你们任劳任怨无怨无悔巴结两个儿子求学，我毕

业后会早点成家立业，让你们不要再这么操劳。另外感谢我的哥哥嫂子，你们也给予我大

力支持。 


