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【统计理论与方法】

ＭＣＭＣ方法的发展与现代贝叶斯的复兴
———纪念贝叶斯定理发现２５０周年

刘乐平，高　磊，杨　娜
（天津财经大学 统计学系，天津３００２２２）

摘要：信息科学的进步如何影响统计 学 理 论 与 方 法 的 发 展，是２１世 纪 大 数 据 时 代 统 计 学 面 临 的 重 要 问

题。回顾２０世纪４０年代 ＭＣＭＣ方法的起源与发展，基于千岛湖植物考察 与Ｒ软 件 直 观 性 解 释 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
– Ｈａｓｔｉｎｇｓ算法，讨论 ＭＣＭＣ方法的发展对现代贝叶斯统计复兴具有至关重要的作用。基于云计算随机模

拟，统计学与信息科学密切结合、贝叶斯 与 频 率 统 计 相 互 交 融 的 统 计 分 析 新 范 式，可 能 成 为 大 数 据 研 究 的 新

思路。
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一、引　言

１７６３年１２月２３日，理查德·普莱斯（Ｒｉｃｈａｒｄ
Ｐｒｉｃｅ）在伦敦皇家学会会议上宣读了托马斯·贝叶

斯的遗世之作，从此贝叶斯统计学诞生了。在整个

１９世纪，贝叶 斯 统 计 倍 受 争 议 和 冷 落，主 要 原 因 是

不知道如何恰当地处理先验概率。２０世纪上半叶，
一个与贝叶斯统计完全不同的理论———频率统计学

（Ｆｒｅｑｕｅｎｔｉｓｔ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ）迅 速 发 展，在 统 计 学 领 域 几

乎占主导地位。尽管如此，贝叶斯统计思维仍在意

大利的布鲁诺·菲尼蒂和英国的哈罗德·杰弗里斯

等少数统计学家的努力下，得以传承［１］５０－５１。
现代贝叶斯运动的复兴，始于２０世纪 下 半 叶，

领军人物是美国的吉米·萨维奇（Ｊｉｍｍｙ　Ｓａｖａｇｅ）和
英国的丹尼斯·林德利（Ｄｅｎｎｉｓ　Ｌｉｎｄｌｅｙ），由于贝叶

斯后验分布在高维计算上的困难，贝叶斯统计推断

非常难以实现，贝叶斯方法的应用受到了很大的限

制［２］。随着计算机信息技术的发展和贝叶斯方法的

改进，特 别 是 ＭＣＭＣ方 法 的 发 展、ＷｉｎＢＵＧＳ软 件

以及Ｒ语言的广泛应用，原来复杂的数值计算问题

如今变得简单便捷，参数后验分布的模拟也趋于方

便，现代贝叶斯分析的理论和应用又重新得到了迅

速的发展［３］。

ＭＣＭＣ（Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ）方法的发

展，对现代贝叶斯分析的复兴起着至关重要的作用。
笔者在回顾 ＭＣＭＣ方 法 发 展 历 史 的 基 础 上，给 出

ＭＣＭＣ方法直观 性 的 实 例，并 介 绍Ｒ软 件 中 ＭＣ－
ＭＣ的相关程序包，以此纪念贝叶斯定理２５０周年，
因为 ＭＣＭＣ方 法 和 现 代 贝 叶 斯 两 者 的 发 展 和 兴

起，不仅给出了解决问题的方法，重要的是改变了考

虑问题的思路。
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二、ＭＣＭＣ方法的起源

ＭＣＭＣ方 法 起 源 于 军 事 需 要，来 源 于 物 理 问

题，理论基础是概率统计，研究手段是计算机技术。

ＭＣＭＣ方法产生于第二次世界大战期间，在研制原

子弹的“曼哈顿计划”过程中，１９５３年由美国物理学

家 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ等人提出，经加拿大统计学教授Ｈａｓ－
ｔｉｎｇｓ与其博士生于１９７０年推广和完善。

（一）蒙特卡洛方法（Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ，ＭＣ）
蒙特卡洛方法诞生于第二次世界大战期间的美

国军事研究重要基地———新墨西哥州的洛斯阿拉莫

斯国家实验 室。２０世 纪４０年 代 中 后 期，在 研 制 原

子弹的“曼哈顿计划”过程中，Ｓｔａｎｉｓｌａｗ　Ｕｌａｍ在病

床上为了解决一个棘手的组合计算问题（纸牌游戏

“ｓｏｌｉｔａｉｒｅ”中获胜概率的计算），产生 了 蒙 特 卡 洛 方

法的最初理念。约翰·冯·诺伊曼（Ｊｏｈｎ　ｖｏｎ　Ｎｅｕ－
ｍａｎｎ）将这种思路直接应用到核问题的中子扩散研

究中［４］。Ｎｉｃｈｏｌａｓ　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ建议将这种方法命名

为“蒙特卡洛”①。

１９４６年２月，经 过 三 年 的 研 发，世 界 上 第 一 台

计算机———ＥＮＩＡＣ诞生。ＥＮＩＡＣ的问世与蒙特卡

洛方法的发展密切相关。１９４７年，约翰·冯·诺依

曼对蒙特卡洛方法进行了拓展，以此来解决热核和

裂变问题。同 年，Ｕｌａｍ和 约 翰·冯·诺 依 曼 发 明

了逆向和接受－拒绝（ａｃｃｅｐｔ－ｒｅｊｅｃｔ）技术来模拟均

匀分布。１９４９年，在 由 兰 德、国 家 统 计 局 和 橡 树 岭

实验室（Ｒａｎｄ，ＮＢＳ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｏａｋ　Ｒｉｄｇｅ　ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ）
支持的 关 于 蒙 特 卡 洛 的 研 讨 会 上，Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ和

Ｕｌａｍ共 同 发 表 了 第 一 篇 关 于 蒙 特 卡 洛 方 法 的

论文［５］。
（二）ＭＣＭＣ方法的开篇之作

ＭＣＭＣ算 法 的 起 源 与 世 界 上 第 二 台 计 算

机———ＭＡＮＩＡＣ有 关。１９５２年 初，在 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
指导下，ＭＡＮＩＡＣ在 洛 斯 阿 拉 莫 斯 国 家 实 验 室 诞

生。Ｎｉｃｏｌａｓ　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ是 创 建 洛 斯 阿 拉 莫 斯 国 家

实验 室 的１５名 科 学 家 之 一（１９１５年 生 于 美 国，

１９４１年获得芝加哥 大 学 物 理 学 博 士 学 位，１９４３年

４月来到洛 斯 阿 拉 莫 斯 国 家 实 验 室，直 到１９９９年

去世，在 实 验 室 工 作 了５６年），Ｎｉｃｏｌａｓ　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
既是物理 学 家 又 是 数 学 家，既 是 美 国 科 学 院 的 院

士又 是 美 国 数 学 会 和 物 理 学 会 的 会 士（Ｆｅｌｌｏｗ）。

２０世纪５０年代初，借助改 进 的 计 算 机 设 备，Ｍｉｃｏ－
ｌａｓ　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ他与 Ｕｌａｍ一 起 合 作，负 责 设 计 研 发

氢弹［５］。

１９５３年６月，在化学物理期刊（Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｈｅｍｉ－
ｃａｌ　Ｐｈｙｓｉｃｓ）上 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ等人发表了 ＭＣＭＣ方法的

开篇之作《通过快速计算机器计算状态方程》（Ｅｑｕａ－
ｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｔａｔｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ　ｂｙ　ｆａｓｔ　ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ　ｍａ－
ｃｈｉｎｅｓ），论文的主要关注点是在Ｒ２　Ｎ内计算以下积分

公式（类似于贝叶斯的后验分布）②：

犐＝∫Ｆ（θ）ｅｘｐ｛－Ｅ（θ）／ｋＴ｝ｄθ／
∫ｅｘｐ｛－Ｅ（θ）／ｋＴ｝ｄθ

其中θ表 示Ｒ２ 里 的 Ｎ 个 粒 子，粒 子 的 能 量Ｅ 表

示为：

Ｅ（θ）＝ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｊ＝１
ｊ≠ｉ

Ｖ（ｄｉｊ）

其中Ｖ 是一个势函数，ｄｉｊ是θ中粒子ｉ和ｊ之间的

欧氏距离。

通过温度Ｔ、玻尔兹曼（Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ）常数ｋ和正

规因子

Ｚ（Ｔ）＝∫ｅｘｐ｛－Ｅ（θ）／ｋＴ｝ｄθ
可以将波尔兹曼分布ｅｘｐ｛－Ｅ（θ）／ｋＴ｝参数化。

由于θ是２Ｎ维向量，所以不可能用数值积分计

算。对于高维计算问题，由于ｅｘｐ｛－Ｅ（θ）／ｋＴ｝对于粒

子系统随机配置的大多数实现值结果都非常小，所以

标准的蒙特卡洛方法不能正确地逼近积分值犐。
为提高蒙特卡洛方法的有效性，Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ等

人（１９５３）提出了Ｎ 个粒子随机游走的修正方法，即

对Ｎ 个粒子中的每个粒子（Ｘ，Ｙ）都 做 一 个 微 小 的

随机移动，设ξ１，ξ２ 是（－１，１）上的随机数，对Ｘ 和

Ｙ 分别做一个随机的变换，令：

Ｘ′＝Ｘ＋αξ１　　　Ｙ′＝Ｙ＋αξ２
产生新粒子（Ｘ′，Ｙ′），并且假定新粒子以概率

｛ｍｉｎ　１，ｅｘｐ（－ΔＥ／ｋＴ ｝）

被接受，否则将重复原粒子。新粒子被接受后，可以

计算新粒子结构和原粒子结构的能量差ΔＥ。要特

别注意的是，Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉ等人文章中一次只移动一个

粒子，而不是一起移动所有的粒子，因此使这种算法

看起来像Ｇｉｂｂｓ样本法的雏形［６］。

４
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①

②

之所以用赌城" 蒙特卡洛" 来命名这种随机模拟算法，Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ（１９８７）说是由于乌拉姆（Ｕｌａｍ）的叔叔特别沉迷于摩纳哥

的大赌场———Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　Ｃａｓｉｎｏ（ｈｔｔｐ：／／ｅｎ．ｗｉｋｉｐｅｄｉａ．ｏｒｇ／ｗｉｋｉ／Ｍｏｎｔｅ＿Ｃａｒｌｏ＿ｍｅｔｈｏｄ）。
此文章到２０１３年９月１０日被引用次数为２５　１９１次。



（三）Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法的推广

Ｎｉｃｈｏｌａｓ　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ是物理学家，他在核物理研究

中碰到的粒子分布高纬计算问题，对统计学提出了挑

战。Ｈａｓｔｉｎｇｓ（１９７０）和他指 导 的 唯 一 博 生 生Ｐｅｓｋｕｎ
（１９７３）圆满地解决了这个难题，攻克了常规蒙特卡洛

方法遇到的维度瓶颈问题，将 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法一般化，
并推广为一种统计模拟工具，形成了Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ－Ｈａｓ－
ｔｉｎｇｓ（Ｍ－Ｈ）算法。Ｗ．Ｋｅｉｔｈ　Ｈａｓｔｉｎｇｓ１９３０年出生于

加拿大，１９６２年博士毕业于多伦多大学数学系（当时统

计学在数学系中），１９６４年在贝尔实验室工作两年后，
在母校数学系任统计教职，他的研究兴趣主要关注概

率分布随机抽样的蒙特卡洛方法①。当时多伦多大学

化学系Ｊｏｈｎ　Ｖａｌｌｅａｕ教授的研究团队面临一个“粒子系

统的平均势能估计难题”，即在一个确定势场（ｄｅｆｉｎｅｄ
ｐｏｔｅｎｔｉａｌ　ｆｉｅｌｄ）中，１００个粒子组成了一个粒子系统，由
于每个粒子有６维坐标，所以粒子系统就有６００个维

度。那么，如何使用 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ方法估计高纬粒子系

统的平均势能。当Ｈａｓｔｉｎｇｓ得知这个问题可以利用马

尔可夫链、并通过抽取高纬分布的随机样本轻松解决

时，他意识到这个方法对于统计学的重要意义，于是便

全身心投入此方法及其变化的研究中，完成了 ＭＣＭＣ
方 法 史 上 里 程 碑 的 论 文———Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　Ｓａｍｐｌｉｎｇ
Ｍｅｔｈｏｄｓ　Ｕｓｉｎｇ　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ
（《马尔可夫链蒙特卡洛抽样方法及其应用》），发表在

１９７０年的Ｂｉｏｍｅｔｒｉｋａ上［７］。

Ｍ－Ｈ算法相对于 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ方法而言，看起

来更像是专业的统计模拟工具，最重要的是，Ｍ－Ｈ
算法不要求“建议分布函数”必须是对称的，从而应

用起来 更 加 灵 活 方 便。Ｈａｓｔｉｎｇｓ在 文 章 里 举 了 三

个例子：第一个目标分布是泊松分布，采用的建议分

布是随机游走；第二个目标分布是正态分布，建议分

布是均匀随机游走，但此均匀分布的中心不是马氏

链的当前值θｔ，而是－θｔ；第三个目标分布是多元分

布，Ｈａｓｔｉｎｇｓ引进 了 Ｇｉｂｂｓ抽 样 的 策 略，每 次 只 更

新其中一个变量，这样的转移矩阵同样满足平稳条

件，因为每次都离开了目标不变变量。三年后，Ｐｅｓ－
ｋｕｎ发表了题为Ｏｐｔｉｍｕｍ　Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ　Ａａｍｐｌｉｎｇ
Ｕｓｉｎｇ　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎｓ（《最 优 马 尔 可 夫 链 蒙 特 卡 洛

抽样方法》）的文章，比较了Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ和Ｂａｒｋｅｒ的

接受概率的形式，也证明了在离散情形下 Ｍｅｔｒｏｐｏ－
ｌｉｓ是最优的选择，这里的最优性可以通过经验平均

值的渐近方差来表示［８］。

三、ＭＣＭＣ方法的发展

从Ｐｅｓｋｕｎ之 后，在 统 计 学 研 究 领 域 里 关 于

ＭＣＭＣ方法的研究沉寂了近十年之久。随后，在模

式识别、图像分析和空间统计学等领域中，出现了关

于 ＭＣＭＣ方 法 应 用 的 文 章，其 中 Ｇｅｍａｎ　ａｎｄ　Ｇｅ－
ｍａｎ发表了在 ＭＣＭＣ方法史上具有重要突破性的

文章［９］。该文基于随机松弛（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ）
算法，采用Ｇｉｂｂｓ分布对图像的贝叶斯恢复进行了

研究，提出了Ｇｉｂｂｓ采样的概念并将其引入到统计

应用领域，Ｒｏｂｅｒｔ和Ｃａｓｅｌｌａ（２０１１）将此文称为“革

命的种子”，吹响了 ＭＣＭＣ方法革命的号角。

１９８７年，Ｔａｎｎｅｒ和 Ｗｏｎｇ在 论 文 中 采 用 基 于

多个条件分布进行模拟的方法，这种思路等价于从

联合分布进行模拟，基本具备了Ｇｉｂｂｓ采样的雏形。
这篇文 章 被 选 入 了 美 国 统 计 学 会 杂 志（Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ
ｔｈｅ　Ａｍｅｒｉｃａｎ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ）的 讨 论 论

文［１０］。需 要 指 出 的 是，Ｔａｎｎｅｒ和 Ｗｏｎｇ的 论 文 虽

然已经基本具备了Ｇｅｌｆａｎｄ和Ｓｍｉｔｈ（１９９０）文章的

雏形，但 与 后 者 相 比，其 影 响 有 限。原 因 之 一 是

Ｔａｎｎｅｒ和 Ｗｏｎｇ的论 文 似 乎 只 是 应 用 到 缺 失 数 据

问题，特别是论文的题目中就有“数据补全”这样的

字眼；另一原因是Ｔａｎｎｅｒ和 Ｗｏｎｇ论文的理论基础

不是马尔可夫链，而是函数分析，特别是要求马尔可

夫转移核一致有界而且连续，也许正因如此影响了

很多数学背景不强的潜在研究人员。
一系列以 ＭＣＭＣ方法和贝叶斯为主题的学术

会议，展示了Ｇｉｂｂｓ抽样爆炸式 的 发 展 过 程。１９８６
年夏，Ａｄｒｉａｎ　Ｓｍｉｔｈ做了关于分层模型（Ｈｉｅｒａｒｃｈｉ－
ｃａｌ　ｍｏｄｅｌｓ）的 系 列 学 术 演 讲；１９８９年６月，在 魁 北

克省舍布鲁克市（Ｓｈｅｒｂｒｏｏｋｅ，Ｑｕéｂｅｃ）举行的贝叶

斯学 术 会 议 上，Ａｄｒｉａｎ　Ｓｍｉｔｈ第 一 次 详 细 阐 释 了

Ｇｉｂｂｓ抽样的本 质，这 种 方 法 的 广 度 与 深 度 震 撼 了

与会者。１９９０年，Ｇｅｌｆａｎｄ和Ｓｍｉｔｈ发表论文Ｓａｍ－
ｐｌｉｎｇ－ｂａｓｅｄ　ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ　ｔｏ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ　ｍａｒｇｉｎａｌ
ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ（《基于 抽 样 的 边 际 分 布 计 算 方 法》），将 这

种思想阐述得更为深刻和完整，成为主流统计学界

大规模使用 ＭＣＭＣ方法的真正起点［１１］。

２０世纪９０年代，是 ＭＣＭＣ方法发展的黄金时

期，并在理论研究方面获得了很多突破：１９９１年，Ａｌａｎ
Ｇｅｌｆａｎｄ，Ｐｒｅｎａｔａｌ　Ｇｏｅｌ和Ａｄｒｉａｎ　Ｓｍｉｔｈ在俄亥俄州立

大学（Ｏｈｉｏ　Ｓｔａｔｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）举 办 了 ＭＣＭＣ方 法 会
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议，相关讨论成果都已成为 ＭＣＭＣ领域非常有影响

力的论文。１９９２年的５月，皇家统计学会（Ｒｏｙａｌ　Ｓｔａ－
ｔｉｓｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ）召开了关于“Ｇｉｂｂｓ抽样与其他ＭＣＭＣ
方法”的会议，有四篇论文得到了众多学者的重视，并
发表在ＪＲＳＳＢ　１９９３年的第一期上。

在理论研究获得飞速发展的同时，ＭＣＭＣ的应

用研究也取得了可喜的成果，ＭＣＭＣ方法之所以发

展迅速，一 个 重 要 的 原 因 就 是 它 的 简 便 实 用。以

Ｇｅｌｆａｎｄ和Ｓｍｉｔｈ提出的非常简单的随机效应模型

为例：

Ｙｉｊ＝θｉ＋εｉｊ　（ｉ＝１，…，Ｋ；ｊ＝１，…，Ｊ）
其中θｉ～Ｎ（μ，σ

２
θ），εｉｊ～Ｎ（０，σ２ε），独立于θｉ。

在频率学派看来，对方差分量进行估计比较困

难；对于传统贝叶斯学派来说，这也是一个噩梦，因

为此时的积 分 难 以 求 得；对 以 ＭＣＭＣ为 特 征 的 现

代贝叶斯分析 来 说，在 给 定 参 数μ，σ
２
θ，σ２ε 先 验 信 息

的情况下，问题可以很方便地通过Ｇｉｂｂｓ抽样解决。
基于该随机效应模型，学者们利用Ｇｉｂｂｓ抽样迅速

得到了贝叶斯线性混合模型的参数估计，该随机效

应模型的其他应用还包括空间统计、变点分析、回归

中的变量选择和基因组学等。
到了２０世纪９０年代中期，ＭＣＭＣ理论渐趋成

熟，理论突破开始变缓，但仍然取得了一些成果。许

多动态 系 统 可 以 用 状 态 空 间 模 型（ｓｔａｔｅ－ｓｐａｃｅ
ｍｏｄｅｌ）来 描 述，而 序 贯 蒙 特 卡 洛 模 拟（Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ
Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ，ＳＭＣ）是分析状态空间模 型 的 重 要 工

具。Ｒｏｂｅｒｔｓ和 Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ（２００７）建 立 了 ＳＭＣ 与

ＭＣＭＣ的联系，提出了适应性 ＭＣＭＣ［１２］。

Ｇｒｅｅｎ（１９９５）提出的逆跳的马尔可夫链蒙特卡

洛 模 拟 （Ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ　Ｊｕｍｐ　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎ　Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ，ＲＪＭＣＭＣ），可被视为 ＭＣＭＣ方法第二次革

命的开端，所构建的马氏链不仅可以在一个模型的

参数空间内进行转移，还可以在不同模型（维度可以

不同）之间跳跃，从而为贝叶斯模型选择提供了强大

工具［１３］。Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ和 Ｇｒｅｅｎ（１９９７）将 ＲＪＭＣＭＣ
应用 到 混 合 阶 估 计 中；Ｂｒｏｏｋｓ，Ｇｉｕｄｉｃｉ和 Ｒｏｂｅｒｔｓ
提出了提高ＲＪＭＣＭＣ转 移 效 率 的 方 法；Ｍａｒｉｎ和

Ｒｏｂｅｒｔ将 ＲＪＭＣＭＣ 应 用 到 变 量 选 择 中。由 于

ＭＣＭＣ方法得到 的 并 非 独 立 样 本，具 有 自 相 关 性，
因此不能直接用于参数估计，尤其是不能用于直接

估计参数的标准误差。为了克服自相关性，Ｈｏｂｅｒｔ
等人提出在原始马氏链转移链基础上间隔抽取构成

新的样本序列，从而克服自相关性，可以得到参数估

计以及估计误差［１４］。

四、ＭＣＭＣ方法直观性实例

ＭＣＭＣ方法实质 上 就 是 利 用 马 尔 可 夫 链 进 行

蒙特卡 洛 模 拟。它 可 以 分 解 成 两 个 ＭＣ：前 一 个

ＭＣ是马尔可夫链 （Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎ），后一个 ＭＣ是

蒙特卡 洛 方 法 （Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ）。在 此，按 照 蒙 特 卡

洛方法、马尔可夫链和 Ｍｅｔｒｏｐｏｌ－Ｈａｓｔｉｎｇｓ算法的

次序，介绍 ＭＣＭＣ方法的直观性实例。
（一）蒙 特 卡 洛 方 法（Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ）：圆 周 率π

的估计

蒙特卡洛方法与数值计算中的其他确定性算法

不同，是一种以概率统计理论为基础的非确定性随

机模拟算法，也称统计模拟方法。它使用随机数（或
伪随机数）解决很多不确定性的计算问题，将所求解

的问题同一定的概率分布相联系，并用电子计算机

实现统计模拟或抽样，从而获得问题的近似解。一

般来说，蒙特卡洛方法可以粗略地分成两类：
一类是所求解的问题本身具有内在的随机性，

借助计算机的运算能力可以直接模拟这种随机的过

程。例如在核物理研究中，分析中子在反应堆中的

传输过程。中子与原子核作用受到量子力学规律的

制约，人们只能知道它们相互作用发生的概率，却无

法准确获得中子与原子核作用时的位置以及裂变产

生的新中子的行进速率和方向。科学家依据其概率

进行随机抽样得到裂变位置、速度和方向，进而在模

拟大量中子的行为后经过统计就能获得中子传输的

范围，以此作为反应堆设计的依据。
另一类是所求解的问题可以转化为某种随机分

布的数字特征值，比如随机事件出现的概率，或者随

机变量的期望值。通过随机抽样的方法，以随机事

件出现的频率估计其概率，或者以样本的数字特征

估算随机变 量 的 数 字 特 征，并 将 其 作 为 问 题 的 解。
这种方法多用于求解复杂的多维积分问题（ｈｔｔｐ：／／

ｚｈ．ｗｉｋｉｐｅｄｉａ．ｏｒｇ／）。
例如，假设要计算一个不规则图形的面积，图形

的不规则程度和分析性计算（比如积分）的复杂程度

成正比，与利用定积分方法计算不规则图形面积的

方法（任意细分后求和再取极限得到精确值）不同，
蒙特卡洛方法的简单直观思路为：假想有一袋小玻

璃珠子，把玻璃珠子均匀地朝这个图形上撒，再数此

图形中有多少颗玻璃珠子，而玻璃珠子的数目就近

似代表图形的面积。当玻璃珠子越小、撒得越多的

时候，结果就越精确。借助计算机程序可以生成大

量均匀分布坐标点（代替玻璃珠子），然后统计出图

６
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形内的点数，通过它们占总点数的比例和坐标点生

成范围的面积，就可以求出图形面积。
利用蒙特卡洛方法，可以非常简便地近似计算

圆周率π：在一个边长为单位１的正方形内，画出一

个半径为１的１／４圆，见图１。

图１　利用蒙特卡洛方法计算圆周率图

　　向 正 方 形 内 随 机 投 点，设 总 投 点 数 为Ｎ；统 计

圆内的点数，用ｎ表示，则ｎ与 总 点 数Ｎ 的 比 值 就

近似 等 于１／４圆 的 面 积（π／４）和 正 方 形 面 积（１）之

比，即π／４，所以π≈４ｎ／Ｎ。
通过计算机来模拟上述随机投点过程：首先，每

次随机生成两个服从均匀分布的０到１之间的随机

数，设为ｘ和ｙ，分别以ｘ和ｙ为横纵坐标，就得到

图中的一个随机投点；其次，再判断这个点是否在圆

内，而固定ｘ只需判别ｙ是否小于或等于 １－ｘ槡 ２即

可；最后，生 成Ｎ 个 随 机 点，加 总 圆 内 点 的 总 数ｎ，
计算４ｎ／Ｎ 即可。当随机点Ｎ 取值越大时，其结果

越接近于圆周率（当投点达到３万次时，用蒙特卡洛

方法可以得到π≈３．１４３　６）。
（二）马尔可夫链 （Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｉｎ）：股市的表现

理解了蒙特卡洛方法的基本思路，再看马尔可

夫链及其平稳分布的相关理论。马尔可夫链（以下

简称马氏链）的定义如下：

Ｐ（Ｘｔ＋１＝ｘ｜Ｘｔ，Ｘｔ－１，…）＝Ｐ（Ｘｔ＋１｜Ｘｔ）
简言之，即马氏链的下一个状态只依赖于当前状

态，而与已经过去的状态没有关系。它是介于独立和

相关之间的一种理想形式，例如在研究时间序列时，
为了便于分析，希望昨天、今天和明天表示的三种随

机状态（或变量）完全独立，但实际上可能它们完全相

关，变量之间相互独立太理想，完全相关又太复杂，马
氏链对此进行了简化，假设明天只与今天相关，而与

昨天无关（独立）①。换言之，即在马氏链过程中，在给

定当前知识或信息的情况下，只有当前的状态用来预

测将来，过去（即当前以前的历史状态）对于预测将来

（即当前以后的未来状态）是无关的。

下面以来自ｗｉｋｉｐｅｄｉａ的例子来说明 马 氏 链 及

其平稳性：假设股票市场在一周内的表现有三种可

能状态：熊市—状态１、牛市—状态２、平衡市—状态

３。股市行情的转化见图２。

图２　马氏链三种状态转移示意图

　　由图２可见，如果当前股市为牛市，则下周为熊

市的概率为７．５％、平衡市的概率为２．５％、依然为

牛市的概率为９０％，其 他 行 情 转 化 与 之 类 似，则 该

马氏链的一步转移概率矩阵为：

Ｐ＝
０．９　 ０．０７５　０．０２５
０．１５　０．８　 ０．０５
熿

燀

燄

燅０．２５ ０．２５ ０．５
考虑三种初始情况：当前行情为牛市、当前行情

为熊市、当前行情为平衡市，它们对应的初始概率分

布为：π０＝（１，０，０）、π０＝（０，１，０）、π０＝（０，０，１）。分

析在这三种情况下股市行情在未来３０个星期之内

的转移变化情况，见图３。

图３　马氏链的平稳分布图

　　从图３发现，从第２０周开始，三种情况下分布
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都开始收敛。最为奇特的是，不论初始状态是三种

行情中的哪一 种，最 终 都 会 收 敛 到 平 稳 概 率 分 布π
＝（０．６２５，０．３１２，０．０６３）。也就是说，收敛行为与初

始状态无关，收敛行为主要是由概率转移矩阵Ｐ决

定的。
所有的 ＭＣＭＣ方法均以马氏链定理为理论基

础。根据马氏链定理，满足一定条件的马氏链的转

移序列会形成一个具有平稳分布的样本。一个自然

的想法是，如果想获得某个分布（称为目标分布）的

样本，是否可以设计一个马氏链（其平稳分布为目标

分布），然后采集这个马氏链的转移序列来作为目标

分布的随机样本呢？答案是肯定的。
至此 可 以 看 到，用 ＭＣＭＣ方 法 进 行 随 机 模 拟

的关键是设计一条马尔科夫链，使其平稳分布与目

标分布一致，而 纷 繁 众 多 的 ＭＣＭＣ方 法 之 间 的 区

别就在于从不同的角度出发设计马氏链。
（三）Ｍｅｔｒｏｐｏｌ－Ｈａｓｔｉｎｇｓ算 法：“千 岛 湖 植 物

考察”
为了更加生动形象地说明Ｍｅｔｒｏｐｏｌ－Ｈａｓｔｉｎｇｓ

算法，用“千岛湖植物考察”为例进行说明①。
某旅游风景点“千岛湖”由大大小小上千个岛组

成，千岛湖风景区植物种类非常丰富。植物学家要

去各小岛进行植物考察研究，考察的时间安排是依

据各岛上植物种类数来确定的，植物种类数多的岛

屿考察时间 长，植 物 种 类 数 少 的 岛 屿 考 察 时 间 短。
但在考察之前，植物学家并不清楚各个岛的植物种

类数，甚至不知道一共有多少个岛，所以不能事先确

定留在每一个岛上的天数，也无法得知在各岛考察

时间占 总 考 察 时 间 的 比 率———考 察 时 间 分 布。那

么，如何帮助植物学家安排在各岛的行程路线和考

察时间？为了用图形进行直观介绍，将岛屿简化为

９个，并假设岛屿一字排开（如图４中ａ），植物学家

来到某一岛屿后，不仅可以了解该岛上的植物种类

数，还可以了解相邻岛的植物种类数。
精通 ＭＣＭＣ的统计学者向植物学家建议用 Ｍ

－Ｈ算法的思想，通过“两步随机试探法”来决定考

察路线和停留时间。植物学家到达某岛屿后，由于

岛屿是一字排开，所以面临三种选择（三个状态）：一
是继续停留在岛屿上（保持原状态）；二是到临近左

面岛屿（转移到前状态）；三是到临近右面岛屿（转移

到后状态）。这三种状态可以转化为两种随机选择：

一是 去 或 留，二 是 左 或 右。但 Ｍ－Ｈ 算 法 突 破 常

理，用“逆向思维”来确定选择过程，先确定左或右，

再决定去或留（究其原因可能是先基于左或右岛的

情况，再与 当 前 岛 屿 比 较，最 后 决 定 是 走 还 是 留）。
“两步随机试探法”的具体实施过程如下：

第一步，随机确定方向—向左还是向右：植物学

家在某岛屿 上 考 察 时（假 设 在 第５个 岛 屿），就“可

能”计划前往邻近岛屿（第４个岛或第６个岛），到底

是向左还是向右呢？植物学家通过随机掷一枚均匀

硬币来决定，如果硬币为正面，就计划向左去第４个

岛；如果硬币为反面，则计划向右去第６个岛。

第二步，基 于 第 一 步 的 信 息，部 分 随 机 确 定 意

愿—出发还是停留：假设第一步硬币为正面，根据第

一步规则，植物学家应计划“可能”向左去第４个岛，

但“可能”去，也“可能”不去。如何确定呢？统计学

者给出的策略是，从当前岛（第５个岛）的管理者那

里可以得到目标岛（左面第４个岛）的植物种类数，

比较目标岛和当前岛的植物种类数量，再决定是否

出发。

如果目标岛的植物种类数比所处当前岛的植物

种类数多，那么植物学家就一定前往目标岛进行考

察研究；如果目标岛的植物种类数比所处当前岛的

少，那么植物学家又需要“另外一步随机试探法”来

确定意愿—依概率出发或是停留。

什么是依概率出发呢？举例说明：假设 目 标 岛

有１５０种植物，而所处当前岛有２００种植物，则前往

目标岛的概 率 就 为０．７５（１５０／２００），继 续 留 在 当 前

岛的概率为０．２５（１－０．７５）。那么植物学家到底是

出发还是停留呢？似乎还没有确切答案，此时的随

机判断方法是：在地上画一条１米长的线段，然后随

机向该线段内投一个石子，如果石子落在０和０．７５
米之间，则出 发 去 目 标 岛 考 察 研 究；如 果 石 子 落 在

０．７５和１之间，则继续留在当前岛。

以上植物学家的随机试探方法本质上就是马氏

链的转移矩阵，那么该植物学家设计的马式链的平

稳分布（各个岛屿的考察研究的时间分布）是否与其

目标分布（即各个岛屿的植物种类数分布）相同呢？

用Ｒ软件来模拟结果。

８
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① 本例受Ｊｏｈｎ　Ｋ．Ｋｒｕｓｃｈｋｅ（２０１１）Ｄｏｉｎｇ　Ｂａｙｅｓｉａｎ　Ｄａｔａ　Ａｎａｌｙｓｉｓ：Ａ　Ｔｕｔｏｒｉａｌ　ｗｉｔｈ　Ｒ　ａｎｄ　ＢＵＧＳ书中" 总统候选人巡岛演讲
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图４　ａ目标分布　ｂ行动轨迹　　ｃ频数分布

　　图４中ａ显示出各个岛的相对植物种类数，这

也是植物学家在各个岛屿逗留时间的目标分布。图

４中ｂ显示出植物学家按照前述“两步随机试探法”
进行了５　０００次转移，转移轨迹如图４ｂ所示。注意

图４中ｂ的移动轨迹：第一天，植物学家在最中间的

岛即第５个岛上；第２天它仍然停留在第５个岛屿

上；第３天转移到了第４个岛屿上；第４天转移到了

第３个岛屿上；第５天又回到了第４个岛屿上……
图４中的ｃ显示在各个岛屿植物考察研究的频数直

方图，可以看出各岛屿被考察的相对频数，与图４中

ａ显示出的各 个 岛 的 相 对 植 物 种 类 数 相 似，两 图 走

势是一样的，这也说明植物学家设计的马式链的平

稳分布与目标分布相同。
上述过程反映 了 Ｍ－Ｈ 算 法 抽 取 样 本 的 基 本

原理。“千岛湖 植 物 考 察”的 例 子 只 是 Ｍ－Ｈ 算 法

的一种特殊情况：目标分布是一维离散分布，建议分

布也是离散的，分别以０．５的概率建议向左或向右

移动。Ｍ－Ｈ 算 法 更 一 般 的 是 研 究 高 维 连 续 型 分

布，建议分布也更复杂，但实质与此例是相同的。以

下给出 Ｍ－Ｈ算法的一般步骤：

１．任意设定马氏链的起始点Ｘ０＝ｘ０。

２．构造建议分布ｑ（ｘ′｜ｘ）。

３．链在时刻ｔ处于状态ｘｔ，即Ｘｔ＝ｘｔ，ｔ＝０，１，

２，…，循环以下步骤直至马氏链达到平稳状态：
（１）从建议分布ｑ（ｘ′｜ｘｔ）中产生一个潜在的转

移ｘｔ→ｘ′。
（２）从Ｕ（０，１）中产生随机数ｕ。

（３）Ｘｔ＋１＝
ｘ′　ｕ＜α（ｘｔ，ｘ′）

ｘｔ　ｕ≥α（ｘｔ，ｘ′烅
烄

烆 ）

其中　α（ｘｔ，ｘ′）＝ｍｉｎ（１，ｑ
（ｘ′｜ｘｔ）π（ｘ′）
ｑ（ｘｔ｜ｘ′）π（ｘｔ）

），也 就 是

说若ｕ＜α（ｘｔ，ｘ′），则 接 受 建 议 状 态，否 则 保 持 原

状态。

α（ｘｔ，ｘ′）＝ｍｉｎ（１，ｑ
（ｘ′｜ｘｔ）π（ｘ′）
ｑ（ｘｔ｜ｘ′）π（ｘｔ）

），此 等 式 可 以

保证 马 尔 可 夫 链 的 平 稳 分 布 是 目 标 分 布π（ｘ）。

Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法将建议分布限制在对称分布：ｑ（ｘｔ｜ｘ′）

＝ｑ（ｘ′｜ｘｔ），因此α（ｘｔ，ｘ′）＝ｍｉｎ（１，π
（ｘ′）
π（ｘｔ）

），这 也 是

Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法与 Ｍ－Ｈ算法的区别之处。
不断循环以上过程，为什么就得到了目标分布

的随机样本了呢？尤其是从一个与π（ｘ）毫 不 相 关

的建议分布ｑ（ｘ′｜ｘ）产 生 随 机 数，然 后 经 过 一 个 简

单的判断过程，最终竟然得到了服从目标分布的随

机数！事实上，建议分布ｑ（ｘ′｜ｘ）和接受概率α（ｘｔ，

ｘ′）共同扮演了马氏链的转移核（类似于离散马式链

的转移矩阵）的作用，根据马氏链定理，可证明其会

收敛于目标分布π（ｘ）（见图５）。

图５　Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ－Ｈａｓｔｉｎｇｓ采样轨迹图

图５所示为对一个二元正态分布 进 行 ＭＣＭＣ
随机模拟的路径（实线），其中实线表示的是接受建

议分布产生的转移建议，细虚线表示建议分布产生

的转移建议被拒 绝。由 此 可 见，建 议 分 布ｑ（ｘ′｜ｘ）
产生的转移建议就像脱缰的“野马”，四处乱窜，而接

受概率就像一条随机出现的“无形缰绳”，时时牵拽

着这头野马，让它在目标分布所形成的“水草丰美”
的区域内漫步。

五、ＭＣＭＣ方法、Ｒ软件
与现代贝叶斯分析

　　贝叶斯定理简捷直观，贝叶斯推断清晰自然，由
于应用领域广泛，受到了众多学者的青睐。除了先

验分布的选择之外，贝叶斯分析在发展过程中遭遇

最大的瓶颈就是后验分布的计算，特别是面对复杂

高维的问题时，难以用解析的方法求得明确的后验

分布。
计算 技 术 的 进 步 和 ＭＣＭＣ方 法 的 发 展，重 新

唤醒了人们 对 贝 叶 斯 分 析 这 个 古 典 统 计 思 想 的 认

识。Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ等学者 另 辟 蹊 径，没 有 沿 用 先 通 过

９
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复杂的数学分析方法积分得到后验分布，再求其期

望值、中位数和置信区间这些统计特征值的传统方

法，而是充分 利 用 现 代 计 算 技 术，基 于 马 尔 可 夫 理

论，使用蒙特卡洛模拟方法，回避后验分布表达式复

杂的计算，创造性地使用 ＭＣＭＣ方法，直接对后验

分布的独立随机样本进行模拟，再通过分析模拟样

本来获得相 关 统 计 特 征 值 信 息。ＭＣＭＣ方 法 的 发

展，解开了贝叶斯分析计算的“紧箍咒”，现代贝叶斯

分析重获春天，再次生机勃发。
在近 年 颇 为 流 行 的 统 计 分 析 软 件 Ｒ中，基 于

ＭＣＭＣ采样的现代贝叶斯分析越来越方便，许多可

以实现 ＭＣＭＣ的Ｒ程序包如雨后春笋般出现。在

Ｒ主站上搜索关于 ＭＣＭＣ的程序包，目前共有１０３
个，而相对于传统的贝叶斯计算软件 包（如ＢＵＧＳ、

ＷｉｎＢＵＧＳ、ＯｐｅｎＢＵＧＳ等），这 些 程 序 包 功 能 更 加

强大与灵活。Ｒ中 ＭＣＭＣ相关程序包大致可以分

为５类：

１．用于一般统计模型拟合。比较核心 的 包 有：

ｍｃｍｃ包，可以自定义后验分布函数，并从中进行 Ｍ
－Ｈ 采样；ＭＣＭＣｐａｃｋ包，包含了许多经典统计模

型的贝叶斯分析工具；ｂａｙｅｓＳｕｒｖ包，提供了进行贝

叶斯生存回归分析的函数；ＤＰｐａｃｋａｇｅ包，所包含的

函数可以 完 成 贝 叶 斯 非 参 数、半 参 数 分 析；ｂａｙｅｓｍ
包，可以用于微观经济研究中的各种贝叶斯分析，如
线性回归模型、多项ｌｏｇｉｔ模型、多项ｐｒｏｂｉｔ模型、密
度估计等。

２．用于特殊统计模型的贝叶斯分析。例 如

ＭＣＭＣｇｌｍｍ包，专 门 求 解 贝 叶 斯 广 义 线 性 混 合 模

型；ｌｍｍ包，拟 合 贝 叶 斯 线 性 混 合 模 型；ＢａｙｅｓＴｒｅｅ
包，完成贝叶斯回归树分析。

３．将Ｒ与其他采样器连接起来的程序包。Ｒ
的优势在于方便灵活的统计分析，进行超大规模的

模拟运算可能逊色于专业的采样器（如 ＷｉｎＢＵＧＳ，

ＢＵＧＳ）。Ｒ提 供 了 与 各 种 专 业 采 样 器 连 接 起 来 的

接口，并封 装 在 程 序 包 中，可 自 由 加 载 使 用。在 Ｒ
中定义贝叶斯分析模型，然后利用接口传递给采样

器并在采样器中进行 ＭＣＭＣ模拟，模拟结束后，再

利用接口将结果传递到Ｒ中，在Ｒ中对模拟结果进

行分析。这类包有：Ｒ２ＷｉｎＢＵＧＳ（与 ＷｉｎＢＵＧＳ的

接 口）；ＢＲＵＧＳ（与 ＯｐｅｎＢＵＧＳ 的 接 口）；ｒｊａｇｓ、

Ｒ２ｊａｇｓ与ｒｕｎｊａｇｓ（与ＪＡＧＳ的接口）。

４．处理 ＭＣＭＣ样本的包。ｃｏｄａ包是核心的处

理 ＭＣＭＣ样本 的 包，可 以 用 于 收 敛 诊 断 与 输 出 分

析，几乎所有关于 ＭＣＭＣ的包都会依赖于ｃｏｄａ包，

足见此包的重要性。

５．辅助学习贝叶斯分析课程的包。这 是Ｒ最

人性化的一面，不仅提供了分析问题的工具，还是学

习贝叶斯分析方法的良师益友。在有关贝叶斯分析

的参考书 目 里，经 典 的 当 属《Ｂａｙｅｓｉａｎ　Ｄａｔａ　Ａｎａｌｙ－
ｓｉｓ》（《贝 叶 斯 数 据 分 析》Ｇｅｌｍａｎ，２００３），为 了 方 便

学习，该 书 对 应 的 包ＢａｙｅｓＤＡ可 以 从ＣＲＡＮ加 载

使用，该包涵盖了书中所涉及的数据集和函数，对于

贝叶斯爱好者来说，这无异于一学习利器。类似的

包 还 有 ＬｅａｒｎＢａｙｅｓ（《Ｂａｙｅｓｉａｎ　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ
Ｒ》《基 于 Ｒ的 贝 叶 斯 计 算 书 中 的 对 应 包》Ｊｉｍ　Ａｌ－
ｂｅｒｔ，２００９．），此包由浅入深，其中编写的ｒｗｍｅｔｒｏｐ
（）和ｒｇｉｂｂｓ（）两 个 函 数 对 于 理 解 Ｍ－Ｈ 算 法 和

Ｇｉｂｂｓ采样很有帮助。

六、结论与启示

ＭＣＭＣ方法产生 于 物 理 和 原 子 弹 工 作 的 研 究

中，在计算物理学（如粒子输运计算、量子热力学计

算、空气 动 力 学 计 算）等 领 域 应 用 广 泛，之 后 基 于

ＭＣＭＣ的现代贝叶斯分析在生物医学、金融工程学

和 宏 观 经 济 学 等 方 面 的 应 用，也 得 到 了 蓬 勃 的

发展［１５－１６］。

２０１３年被称为“大数据元年”，随着信息技术的

疾速发展，自然科学中基因测序高维数据和社会科

学中互联网海量数据对统计分析理论和方法提出了

严峻的挑战。统计学向何处去？“离数学越来越远，
与信息科学越来越近”的“统计与信息”相结合的趋

势似乎不可阻挡；基于云计算的随机模拟算法、贝叶

斯统计与频率统计相融合的大数据分析新范式也初

见倪端。

ＭＣＭＣ方法的发 展 和 现 代 贝 叶 斯 分 析 的 复 兴

改变了我们解决问题的思路，它意味着一种思维范

式的转换。现代贝叶斯拓宽了分析的视野，即从样

本空间 的“有 限 范 围”放 眼 到 样 本 外“无 边 区 域”；

ＭＣＭＣ方法改变了计算的重点，即从“精确解析”到

“算法模拟”。ＭＣＭＣ带 领 我 们 进 入 一 个 全 新 的 统

计世界，在那里“小样本”变成了“大数据”，“准确”也
被高精度的“近似”所替代。

６０年前，当Ｕｌａｍ和约翰·冯·诺依曼发明蒙

特卡洛方法时，他们无法想象目前在处理基因组学

和气候学的巨型数据集时使用 ＭＣＭＣ方法；２５０年

前，当理查德·普莱斯宣读贝叶斯论文时，他也无法

预测１８世纪 的 贝 叶 斯 定 理 会 成 为２１世 纪 Ｇｏｏｇｌｅ
计算的新力量（用Ｇｏｏｇｌｅ去搜索“１８世纪的贝叶斯

０１
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定理成为Ｇｏｏｇｌｅ计算的新力量”）；当今的统计学界

是否也会有一种方法将被６０年后的学者采用？是

否也将有一个定理会被２５０年后的同仁们所纪念？

这个问题似 乎 可 以 基 于 ＭＣＭＣ方 法，用 贝 叶 斯 定

理去分析。
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