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随之而来的模型不确定性问题

模型模型不确定性问题（段白鸽，2014）
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来自于统计的解决方案

Model Selection and Model Averaging(Claeskens and Hjort,2008)
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贝叶斯模型平均

Bayesian Model Averaging
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贝叶斯模型平均理论（Hoeting et al., 1999）

∆ 是我们感兴趣的预测

M1, . . . ,MK 是备选模型

θk 是模型 Mk 下的参数向量

p(θk|Mk) 表示模型 Mk 下的参数 θk 的先验分布

p(D|θk,Mk) 表示在给定模型 Mk 和参数 θk 下, 观测数据 D 的似然函
数

p(Mk) 表示模型 Mk 的先验概率
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贝叶斯模型平均理论（Hoeting et al., 1999）

在观测数据 D 给定的条件下，通过 BMA 得到的 ∆ 的后验分布是

p(∆|D) =

K∑
k=1

p(∆|Mk,D)p(Mk|D)

p(Mk|D) 是备选模型 Mk 的后验概率，而 p(∆|Mk,D) 是在备选模型

Mk 下 ∆ 的后验分布

备选模型的后验概率 p(Mk|D)

p(Mk|D) =
p(D|Mk)p(Mk)∑K
l=1 p(D|Ml)p(Ml)

模型 Mk 的边际似然 p(D|Mk):

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk
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贝叶斯模型平均应用难点

设定参数先验分布 p(θk|Mk) 和模型先验分布 p(Mk)

计算模型 Mk 的边际似然 p(D|Mk):

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk

搜索模型空间 M = {M1, . . . ,MK}
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贝叶斯非线性分层模型假设

i ∈ {1, . . . , I} 表示事故年,j ∈ {1, . . . , J} 表示进展年

Ci,j 表示事故年 i 在进展年 j 的累计赔款，假设

logCi,j ∼ N(logulti + logG(j; θ), σ2)

参数的共轭分层结构

logulti ∼ N(logult, σ2
ult)

logult|σ2
ult ∼ N(logµ0,

σ2
ult

k0
)

σ2
ult ∼ Inv − χ2(v0, σ2

0)

σ2 ∼ Inv − χ2(v1, σ2
1)
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贝叶斯非线性分层模型假设

备选模型 M1:Loglogistic 增长曲线 G(j; θ) = (j−0.5)w

(j−0.5)w+θw

logw ∼ N(0, 1002); logθ ∼ N(0, 1002)

备选模型 M2:Weibull 增长曲线 G(j; θ) = 1− exp(−( j−0.5
θ

)w)

logw ∼ N(0, 1002); logθ ∼ N(0, 1002)
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贝叶斯非线性分层模型参数估计：Gibbs Sampling

logult1, . . . , logultI,logult,σ2
ult, σ2,w, θ

p(logulti|D,logult,σ2
ult, σ2,w, θ) = N(logulti|meani, vari)

meani =

1
σ2/I+1−i

∑I+1−i
j=1 logCi,j−logG(j;Θ)

I+1−i + 1
σ2

ult
logult

1
σ2/I+1−i +

1
σ2

ult

vari =
1

1
σ2/I+1−i +

1
σ2

ult

p(logult|D,logult1, . . . , logultI,σ2
ult, σ2,w, θ) = N(logult|mean, var)

mean =

k0
σ2

ult
logµ0 +

I
σ2

ult

∑I
i=1 logulti

I
k0
σ2

ult
+ I

σ2
ult

var = 1
k0
σ2

ult
+ I

σ2
ult
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贝叶斯非线性分层模型参数估计：Gibbs Sampling

p(σ2
ult|D,logult1, . . . , logultI,logult, σ2,w, θ) = Inv − χ2(σ2

ult|d1, s1)

d1 = I + v0 + 1

s1 =

∑I
i=1(logulti − logult)2 + k0(logult − µ0)

2 + v0σ2
0

I + v0 + 1

p(σ2|D,logult1, . . . , logultI,logult, σ2
ult,w, θ) = Inv − χ2(σ2|d2, s2)

d2 = v1 + I(I + 1)

s2 =

∑I i = 1
∑I+1−i

j=1 (logCi,j − logulti − logG(j; Θ))2 + v1σ2
1

v1 + I(I + 1)
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贝叶斯非线性分层模型参数估计：Gibbs Sampling

p(w, θ|D,logult1, . . . , logultI,logult, σ2
ult, σ2)

∝ e−
∑I

i=1
∑I+1−i

j=1
(logCi,j−logulti−logG(j;Θ))2

2σ2 N(logw|0, 1002)N(logθ|0, 1002)

Metropolis-Hastings 算法
library(LearnBayes)
fit <- laplace(logpost, c(0, 0),dd )
proposal <- list(var = fit$var, scale = 2)
r <- rwmetrop(logpost, proposal, start = fit$mode, m = 10, dd)
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求解模型边际似然：Chib’s Method

模型 Mk 的边际似然 p(D|Mk):

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk

p(D) =

∫
p(D|θ)p(θ)dθ

基本边际似然等式（Basic marginal likelihood identity, BMI）

p(θ|D) =
p(D|θ)p(θ)

p(D)
⇒ p(D) =

p(D|θ)p(θ)
p(θ|D)

上式对于任意 θ 都成立，令 θ = θ⋆

p(D) =
p(D|θ⋆)p(θ⋆)

p(θ⋆|D)
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求解模型边际似然：Chib’s Method

p(ABCDE) = p(A)p(B|A)p(C|A,B)p(D|A,B,C)p(E|A,B,C,D)

p(logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆|D)

=p(logult⋆1, . . . , logult⋆I |D) × p(logult⋆|D,logult⋆1, . . . , logult⋆I )×
p(σ2⋆

ult |D,logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆) ×
p(σ2⋆|D,logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆, σ2⋆

ult ) ×
p(w⋆, θ⋆|D,logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆, σ2⋆

ult ,σ2⋆)
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求解模型边际似然：Chib’s Method

p(A) =
∫

p(A|B)p(B)dB

p(logult⋆1, . . . , logult⋆I |D) =∫
p(logult⋆1, . . . , logult⋆I |D, logult, σ2

ult, σ
2,w, θ)

p(logult, σ2
ult, σ

2,w, θ|D)dlogult, σ2
ult, σ

2,w, θ

≈ 1
G
∑G

g=1 p(logult1, . . . , logultI|D, logult(g), σ
2(g)
ult , σ2(g),w(g), θ(g))

p(logult⋆|D, logult⋆1, . . . , logult⋆I ) =∫
p(logult⋆|D, logult⋆1, . . . , logult⋆I , σ2

ult, σ
2,w, θ)

p(σ2
ult, σ

2,w, θ|D, logult⋆1, . . . , logult⋆I )dσ2
ult, σ

2,w, θ

≈ 1
G
∑G

1 p(logult⋆|D, logult⋆1, . . . , logult⋆I , σ2(g)
ult , σ2(g),w(g), θ(g))

. . . . . .
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求解模型的后验概率

两种增长曲线模型的边际似然 p(D|M1), p(D|M2)

两种增长曲线模型的后验概率

p(M1|D) =
p(D|M1)p(M1)

p(D|M1)p(M1) + p(D|M2)p(M2)

p(M2|D) =
p(D|M2)p(M2)

p(D|M1)p(M1) + p(D|M2)p(M2)
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两种模型估计结果的贝叶斯模型平均

两种增长曲线模型未决赔款预测分布的加权平均

p(∆|D) = p(∆|M1,D)p(M1|D) + p(∆|M2,D)p(M2|D)

两种增长曲线模型准备金估计的加权平均

E(∆|D) = E(∆|M1,D)p(M1|D) + E(∆|M2,D)p(M2|D)
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3 实证研究



贝叶斯模型平均

方法在非寿险准

备金评估中的应

用研究

高磊

非寿险准备金评

估：已有的研究

成果以及存在的

不足

BMA 在非寿险
准备金评估中的

应用: 以贝叶斯
非线性分层模型

为例

实证研究

. . . . . .

实证研究：数据来源

来自于 Taylor and Ashe(1983) 的数据
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累计赔款进展曲线

累计赔款进展曲线
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loglogistic 增长曲线模型的参数估计结果

参数 MCMC 模拟样本轨迹图
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Loglogistic 增长曲线模型的边际似然

logult⋆1, . . . , logult⋆I = {15.60976, 15.85468, 15.83785, 15.88560,
15.81816, 15.85969, 15.93543, 15.93629, 15.87166, 15.80603}
logult⋆= 15.84183

σ2⋆
ult= 0.02193477

σ2⋆= 0.004657048

logw⋆, logθ⋆= c(0.2775962, 1.5781060)

log(p(logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆))= -22.20366

log(p(D|logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆))= 54.72542

log(p(logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆|D)) = 42.62777

log(p(D)) = −22.20366 + 54.72542− 42.62777 = −10.106



贝叶斯模型平均

方法在非寿险准

备金评估中的应

用研究

高磊

非寿险准备金评

估：已有的研究

成果以及存在的

不足

BMA 在非寿险
准备金评估中的

应用: 以贝叶斯
非线性分层模型

为例

实证研究

. . . . . .

Weibull 增长曲线模型的参数估计结果

参数 MCMC 模拟样本轨迹图



贝叶斯模型平均

方法在非寿险准

备金评估中的应

用研究

高磊

非寿险准备金评

估：已有的研究

成果以及存在的

不足

BMA 在非寿险
准备金评估中的

应用: 以贝叶斯
非线性分层模型

为例

实证研究

. . . . . .

Weibull 增长曲线模型的边际似然

logult⋆1, . . . , logult⋆I = {15.28463, 15.52554, 15.50548, 15.55135,
15.48338, 15.52610, 15.60456, 15.60859, 15.54518, 15.47311}
logult⋆= 15.5111

σ2⋆
ult= 0.02172379

σ2⋆= 0.00444365

logw⋆, logθ⋆= c(0.2377815, 1.4194950)

log(p(logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆))= -22.60809

log(p(D|logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆))= 56.53525

log(p(logult⋆1, . . . , logult⋆I ,logult⋆,σ2⋆
ult , σ2⋆,w⋆, θ⋆|D)) = 43.35839

log(p(D)) = −22.60809 + 56.53525− 43.35839 = −9.431224
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求解备选模型的后验概率

两种增长曲线模型的先验概率 p(M1) = 0.5, p(M2) = 0.5

两种增长曲线模型的后验概率

p(M1|D) =
e−10.106 × 0.5

e−10.106 × 0.5 + e−9.431224 × 0.5
= 0.3374

p(M2|D) =
e−9.431 × 0.5

e−10.106 × 0.5 + e−9.431224 × 0.5
= 0.6626
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Loglogistic 增长曲线模型的未决赔款 (截尾) 预测分布

各事故年及总未决赔款预测分布
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Weibull 增长曲线模型的未决赔款 (截尾) 预测分布
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两种增长曲线模型的未决赔款 (截尾) 预测分布
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BMA 后的未决赔款 (截尾) 预测分布
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结论

贝叶斯模型平均方法以贝叶斯定理为基础，与准备金评估的贝叶斯模

型具有理论上的一致性，MCMC 等模拟算法为贝叶斯模型平均方法的
实现提供了可能。

贝叶斯模型平均方法解决了准备金评估的模型选择问题，为准备金评

估提供了新思路。

从某种意义上说，因为模型平均方法综合了各个模型的优势，所以模

型平均比选择单一模型更具有吸引力。
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